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SUR
L'INFLUENGE DU FROTTEMENT

ET DES

ACTIONS MUTUELLES INTERIEURES

DANS

LES MOUVEMENTS PERIODIQUES D'UN SYSTEME

APPLICATION AU SPHEROIDE TERRESTRE

§ I. — Sur leffet du frottement intérieur.

.Considérons d’abord le mouvement de deux points matériels libres
m(z, y, ) et m' &', y', 2'), soumis chacun a I'action d’une force de nature
périodique ainsi qua celle d’un frottement dont la grandeur dépend de leur
vilesse relative. Admellons, par exemple, que ce froltement est proportion-
nel, pour chacun des points, & la vilesse relative de I'autre, et que la force
qu'il exerce est dirigée suivant celle derniére vilesse. D'aprés cela, la force
de froltement [ qui agit sur le point m aura pour composanles suivant

les axes :
. A(dx' :I.r)
=T~ @l
dy’ d_y)
ﬂ"%ﬁ“z‘
dz'  dz
=2 (3= %)

A élant une constante positive.
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Les composanles de la force de froltement qui agit sur m’' seront :
fe=—f fo=—f [o=—"]:

Pour généraliser un peu la question, nous pouvons prendre :

=G —a)

he=p G =)
fi=» (d—;‘—— :—:)

Soient maintenant F,, F,, F_, les composantes de la force périodique agissant
surm,etF,., F,,, F, celles de la force périodique qui agit sur m' ; nousaurons :

d’x ,dx’
’”(-’F=F‘+ z m —d—F=F,+ s )

di 'diyl
m(—”A:I==F,+/; m W=F’ +[’

d'z , &'z’
'”HF—F’..—,; m —JF=F‘ + [,

Nous voyons tout de suite, en nous reportant aux expressions des forces f,

qu'il suffit d’examiner simultanément les premiéres équations de ces deux:

groupes qui sont relatives a la direction x; ce que nous en déduirons pourra
s'appliquer aux directions des y et des 2z, en lenant comple des valeurs
particuliéres des conslantes, qui peuvent différer pour les trois directions
coordonnées.

Posons :
2#(!—).) . ,  Im(t—
F, =Y acos ————; F. = a'cos _T'_).;

il vient:

S aeos 2 (4 — (dx' d:c)

.n* = _ dt

m’ ke S o'cos O (1 —2') ("I d-f')
ar= S = g = )
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Il s’agit d'intégrer ces équations.
En les ajoutant membre & membre et intégrant, il vient :
d' 1 B (t— A)

d
mn . om s e = = S 4T sin

_J') A
dat o 2 T 4

1 X (!
+=,—R2aT sin T

A élant une conslante.
En divisant respectivement par m et m' les deux équations el les relran-
chant I'une de 'autre, on obtient :

i(dx' dx) (1 I)(dx’ :lz) Ea'c e (1—1) a  2w(t—3)
i i A ) B ) R e ey e e

Remarquant que le facteur d’intégration est :

fE 2

nous aurons :

e de\ (Ll Q@ g0 dm(t—) a(ted)s
(7‘-—‘-‘7)0 = z.’? ./ cos ——e dt

C o n(t—2) ofiad
—_ 2 ‘i / cos :):_(‘_};)e.(" +-’)‘ 'a -+ A"
m, T

A’ élant une constante.
Or on a en général :

. ‘ sin nl + %cos nt
/e"cosnt.dl—-e" -
. n q
|+—-£
n
Par suite, on a :
| Ly =T (l |) gty
' | 'T,sm 1!—T,—- Qnd ;I_I+W COSs Zx
P L (T‘)’ ,(i 1)*
Pa(—) 2 (= + —
2r m m
dx’ dx
(2) o v+ ———== . t—a l (l_ l) o t—2
aedi { 1 ™" il T "2 \m " cos 2

—m2%s SUBTREEY
1 +(—) &=+ —

2n m m
74

LAY
— + -
aAe T




SUR L’INFLUENCE DU FROTTEMENT, &
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Combinant cetic équation avec I'équation (1), on pourra calculer %7 et =7
Pour simplifier les notations, posons :

T (I 1) , T (l 1)
f=—ua|— + —|; £ —=—a|— 4+ -—].
2x \m m’

2 \m wm'

(]
Nous aurons d’abord en calculant =

'
. A

S e m ' COs Y
"l,st:r T + & cos 2x

L — &

dx
(m+m)——+

2x 1 +¢?

[ §
Sin2r —— + ¢ cos 2
" 2a’l’ T
m 2
1\
L —a(o+
+ m'A'e (" haltd

a’T t— A
2—-—sm 2 —
- -2 2 T
===
T

T . 9 L —
I+ |+ 2 5 sin2r

+ A

Si nous groupons les lermes de cette équation, il viendra :

. ,dx 2 aT (' m’ 1 ) in 2 t—a m & cns @ t—
m4+m')—= — + — . —— ] sin 4 — s 2r
( ')dl 2x m 1+ ¢ sin r T m | +¢

T t— ! t—a
+YN aT-[(I —1—-1 ,,) sin 2xr 'l") - - cos 2r ]
T + &

I +¢ T
+A—mAe R the ")‘

On obtiendrait une expression analogue pour
Nous pouvons distinguer trois parties dans la valeur de : la premiére

provient de F,, la deuxiéme de F_.; la troisiéme ne dépend que du froliement.

Examinons d’abord la premiére partie que nous désignerons par( i ) nous
avons :

m 14 T m L+ ¢

1 1 aT [/ m 1 t— 5 m e l—a
((-{) = E -— (I + — ,) sin 2x L= cos 2x :
atly,  m 4+ m’ - 2r |

Posons :

| m | 2ru

-+ — - = prOS ——
m | +¢ T
m e Qru

— sin
mi+e =
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il viendra :

dx | aT t—i+p .
(dt) m+m' 2 2 psin 2r T

Différentiant celte expression et mullipliant par m, on a :

l—;-c—p

dizx
m (’—‘F). = S' ap cos 2x

Comparons le terme de période T de celle expression, savoir :

m I — A+
- p COS 27—,
T

= a
J 1

avec le terme correspondant de F,, c’est-a-dire :

-1

¢
g = acos 2n

Nous voyons d’abord que dans g, 'amplitude de la force est réduile dans

le rapport :
m

0 = .
Pm +m'

En outre, il y a une variation de phase dans P'action de cette force;
'avance angulaire qui en résulie est ”"
Des équations ci-dessus, on tire dallleurs :

Pour nous faire une idée de la maniére dont varient ces quantités, nous
ferons quelques hypothéses particuliéres,
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Supposons d’abord que T soit suffisamment petit pour que I'on puisse
négliger ¢ devant I'unité; nous aurons :

m’

= { —
? +m
ml
P "
tg 2w - = . €.
T
1-0-ﬁ

m

On conclut de li que la variation de la phase tend vers zéro, 3 mesure
que T diminue.

Ensuite, il vient :

6= |,

Ainsi donc, a la limite g, = ¢.

En d'autres termes, la force g exerce son action sur le point m, comme si
ce point étail entiérement libre; P'action du frotlement exercé par m' dis-
parait.

Supposons maintenant que T croisse, de sorle que ¢ soit trés grand par
rapport & 1 + 2; nous aurons :

On voit que la variation de la phase diminue & mesure que T augmente.
Ensuite, la valeur de ¢ indique que, au point de vue de I'action exercée sur
m, les choses se passent comme si la force g s’étail répartie sur les masses
m el m’ proportionnellement & ces masses ; ou si I'on veut, on peut dire que
celle aclion s’exerce comme si m entrainait m' dans son mouvement.

Entre ces deux cas limites, on a toujours :

mn

12>

L
’

m-+m
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p décroissant & mesure que T augmente; on peut alors poser :

m

. =

e m; L m'.

De sorte qu'au point de vue de I'intensilé, I'action de g s’exerce de la méme
maniére que si m entrainait une partie m, de la masse de m'; celle partie
entrainée croit avec T. '

Quant & la variation de phase dans Paction de g, elle est nulle pour
T =0; elle croit d’abord avec T, passe par un maximum pour =1 4 :i} ce

qui donne: '
m’

mn
- —
m
/142
m

puis elle décroit de nouveau, et s'annule pour T = cc ,

Remarquons tout de suite que I'accroissement du cocflicient « entraine les
mémes conséquences que I'accroissement de T si « est rés grand, le mou-
vement aura toujours & peu prés lieu, comme si les points m et m' étaient
invariablement reliés ; au contraire, si « décroil, 'indépendance des mouve-
ments de m el de m' s’accenlue, de la méme maniére que quand T décroit.

Passons maintenant & I'examen de la seconde partie de dz. désignons-la

di?
dz N .
pdl‘ (——lu \’, el nous aurons :

(g‘.‘.x"—“=
1

d.t) 1 v «T < ) t— A t—12'}.
— ] =— Y ——— | &'sin 2 ——— — cos 2 —— |-
((ll a M4 m = 2r | 4+ e* - (o T’

Posons :

il viendra:

Enfin :

™
-

(d.r) 4 v «'T’ R N—p -
—) = — ————= il 27—
de/y  mam'= 25 /770 I

Toxue LI 2
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On en déduit :

p ’ —_— A’— 4
m (f_f) L ;Y @ S cos2x £.
d*/y  m+m VTaet T

Comparons encore le terme de période T' de celle expression, c’esl-a-dire :
. p . P p ’

, ] , L— 2
gL= ;8 €0$ 28 —————
m+m /T4 en A T -
avec le terme correspondant de F.,, savoir :
(L — X)

’ ’
g =a'cos —

Nous conslatons encore que le coefficient d'intensité a’ de g' est réduit
dans le rapport : B
, m €
8 = n .
mm g et

Il'y a ensuite un retard angulaive de la phase, représenté par 2= ;—
Examinons encore quelques cas particuliers.
Si T’ décroit, il en est de méme de ¢/, et A la limite, on a :

Ainsi, dans ce cas, la force g' n’a nulle action sur le mouvement du point m.
Si nous rapprochons ce résultat de celui que nous avons obtenu précédem-
ment par rapport  I'action de g, lorsque T est pelit, nous pourrons dire :

Ei ce qui concerne la partie périodique du mouvement des points m el m’,

on peul considérer ces deux points comme absolument indépendants pour les
termes a courte période.

Considérons maintenant le cas ou T’ est trés grand; si I'unité devient
négligeable par rapport a ¢, il vient:

m '

0 =

D
m -+ T

-
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La variation de la phase tend donc vers-zéro. En outre, I'action de ¢’
sur m a lieu de la méme maniére que si cetle force se réparlissait sur m
et m' proportionnellement i ces masses.

Si nous rapprochons ce résultat de celui que nous avons oblenu précé-
demment pour I'action de g lorsque T est trés grand, nous pourrons dire :

En ce qui concerne la partie périodique du mouvement des poinis m
et m', on peut considérer ces deux points comme invariablement reliés entre
eux pour les termes d longue période.

- Dans loul autre cas, on a:
m
m+m

0¥ <L

o' croissant au fur el & mesure que T augmente.

" On pourrait poser

¥ =

-y oy m,
mg 4+ m

el considérer que dans son mouvement la masse m' entraine une parlie m,
de la masse m.
Quant 2 la variation de la phase, elle varie de T & 0.
Nous pourrons donc dire : :

Pour les termes a période moyenne, on peul considérer que chacune des
masses m el m' entraine dans son mouvement une partie de la masse de
lautre d'autant plus grande que la période est plus grande; en outre,
Faction de la force se produit avec une certaine variation dans la phase.

o .. . d. .
Il nous reste & examiner la troisiéme partie de 37, savoir :

(4) = g — o)

di m+m'’ m+n

La partie correspondante de (‘%) serail :

(rl:c') A m , - a(!+l, t.
—] = “+ -A’e T m
dt/y m4+~m' m+m' _
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~ On voit d'abord que ces deux parties sont indépendantes des forces pério-
diques F, et F,.; & mesure que ¢ augmente, ces deux valeurs tendent vers la-
méme limite :
S A

m -+ p)n"

de sorle qu'aprés un temps trés long, on peutl considérer les deux points
comme animés d’'un mouvement uniforme de méme vilesse ; oulre ce mouve-
ment, chacun des poinls sera animé d'un mouvement oscillatoire déterminé
par les forces F, et F,., ainsi que nous venons de le voir. |

Comme nous l'avons déja fait remarquer, les mémes conclusions sont

applicables aux mouvements paralléles aux axes des y etdes z; il y a seule-
ment & tenir compte de la valeur plus ou moins grande du coefficient de
froticment pour ces diverses directions.

Occupons-nous maintenant d'un cas qui différe un peu du précédent,
mais qui s’y raméne néanmoins. Supposons que les points m et m’ sont
animés chacun d’'un mouvement sensiblement uniforme et rectiligne (*). Ce
mouvement est troublé par I'action de forces perturbatrices trés pelites et
de nature périodique; elles sont données en fonction de la position des points.
En outre, nous admeltons I'existence d’un frotlement de méme nature que
cclui considéré jusqu'ici. Pour ne pas compliquer inutilement les notations et
Ies calculs, nous poserons simplement :

F,=acospu; F,=0; »
u est un- coefficient trés pelit, u est une fonction linéaire de (i, y, 2,)
(', y', '). On reconnaitra aisément par la suile que le probléme se résou-
drait de méme si F, et F,, se composaient chacun d'une série de termes de
celte forme.

Les mouvements des deux points élant sensiblement uniformes, nous
pouvons poser : ’

p'l=2,-l—’_.(l-—-l)+ d,

¢ élant une quantité trés pelite.

* Ou du moins qu’on peul considérer comme tel dans un intervalle de temps donné.
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Les équations des mouvements des deux points sont donc :

d'z (2 t—a ¢’) ( ! dx)
"ld‘T=acos T T + + « —dT—dl ’

, dix’ (ll:c d.t')
P T FTRTY o

Si I'on néglige ¢ dans une premiére approximation, les équations auront la
forme de celles du cas traité précédemment et nous pourrons les remplacer
par les suivantes :

4 | 1
—e\gts J

d'x l—a +
T E + Alae ’

m-at—,'=a0cos‘2«

’

'z l—2r+pu , —2(i+i)e
m’—sae.cos%-————'—Au ’("+") ,
det

ol 6, 6,, p, p, onl des significations connues en fonction de « et T.
En intégrant, il vient comme plus haut :

. dx T . t4+p—2 mm' —a(t+ ) m
m-7=ao—sm‘21 ~ — A’ e ~(" “') +A
2x

d 2 T m -+ n' m -+ o'
puis :
T\® t — 2 A '\t —a(la L
mx=—a0(—) costL-l- —( mm ) e a("'""')' + A -t + C,
2 T 2 \m+m +m

(. étant une conslante.

On obtiendrait des équalions analogues pour ‘%el x'; el de méme pour
les autres axes coordonnés.

Puisque nous avons supposé d’abord que les mouvements élaient uni-
formes el rectilignes,  el'u sont des fonctions linéaires de ¢, el on peut écrire :

2r .
mx=—T—(l—-A)a'+v,

o élant un coeflicient numérique, et v une quantité de méme nature que 2.
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On peut prendre d’abord :

('I‘)* t4+p—2 A’( mm’ )’ -—a(!-l-—‘;)l
ve —ab|—] cos2r “+ — e ==,
or T a \m +m'

si les termes considérés sont trés petils.
Considérons le terme périodique :

ab (;;)'cos 2+ e—)) +TF =3, ‘

Si par la nature de la question T est pelit, on sait que 6 se rapproche de
I'unité, et si en oulre a est pelil, le terme considéré est toujours Irés pelit
el peut étre conservé dans la valeur de v.

Si, au contraire, T est trés grand, ¢ est & peu prés égal a m_’:m.; pour que
le terme considéré soil trés pelil, il faut donc que a soil excessivement pelit,
ce que nous supposons dans le probleme proposé.

Le terme : '
(%) (m"-':-nm') e C(; +:)‘

est petit, si le coeflicient (—) est suffisamment pelit; nous avons vu
qu’abstraction faile des termes périodiques, A’ est pelit si, dans I'état initial, -
les deux points ont sensiblement la méme vilesse; en outre, le terme devient
petit au bout d’un temps ¢ suffisamment grand.

Telles sont les conditions que nous devons supposer remplies, pour que le
probléme puisse étre résolu par la méthode approchée précédente. On pour-
rail alors obtenir une valeur plus approchée de « et de z', en remplacant v
et par suile J par leurs valeurs.

Il est clair qu'on pourrait maintenant déterminer le mouvement des pomls,
si les forces périodiques étaient données, partie en fonction du temps, . partie
en fonclion de la position des points.

Aprés avoir examiné le mouvement de deux points malériels, m, m/,
passons maintenant a I'étude du mouvement d'un systéme dans les mémes
conditions.
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Pour cela, admettons d'abhord qu'un troisiéme point m'’ (', y'!, 2'')
intervienne; ce point est soumis 4 I'action d’une force périodique (F,., F,0,F.,.),
et agit par frottement sur les points i et m'; grace a ce froltement, la force
(F.1, Fyn, F,n) exercera, en vertu de ce qui précéde, une certaine aclion sur
les mouvements des points m et m', action qui dépend de la grandeur des
périodes des termes qui composent la force. On peut encore montrer que
celte action est sensiblement nulle pour les termes & courle période, landis
que pour les termes & longue période, la masse m'' entraine, dans son mou-
vement, les masses m et m', comme si ces (rois masses formaient un sysléme
rigide.

Sans altérer la généralité de la question, nous pouvons poser :

F‘ = F', = 0’ F,n ==qa' c0s —

les équations des mouvements des points seront de la forme :

_dx (d.z' d.r) (d.t" dx )
m — =a + & ’

art & dt T de
' d'z’ (dx d.z') (d.r" «Ia:')
PTIA PTRRPTY A W TR A
LT (d:c dz") (da:' d.t") " cos 2=t
T R P TY A TR TS A

On obtiendrait des équations de méme forme pour les axes des y et des z.
" Recherchons d'ahord les termes périodiques de x, x', z''.
Posons :

“de T (A o8 2xi sin er)
—_— — 08 —— s —|»
i 2 ¢ v e s T

i":—'=-= T (1' cosﬂ—-ﬂ + & sin -QLI).
dt 2= T 1"

E—" = 1 (A"cos Eﬂ + 'sin Qt‘)-
dt  2r ™ T™

Substituons dans les équations précédentes et égalons, dans chacune d'elles,
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27t

. . 2re
les cocflicients de sin - et cos 1«.i dans les deux membres; nous aurons :

K

— i =z —p) e —p),

-

2
mp 1.7"=a(l' — ) + o, (3" — ),

,'2’ ’ ” ’
—mi ,|7,=¢(M—F)+¢z(l‘ —u),

D
.

’ i ’ ” 4
my = =X+ 4" =),

2r " ,
_'“")”F i a|(“ —pn )+ oy (“I —p ;)’
. 2x , s 2
m’u ';i;, =u(> — ')+ ay (A’ —2") +a” T

d’ou l'on tire d’abord :
mar 4+ m'A +m') =0,

" _1n

mp + m'e’ +mp =d",

En résolvant les six équations précédentes, on oblient les (3, ») en fonction
de a'’ et de T'.
Examinons le cas o T'' est trés petit ; on peut prendre :

A=N=1"=0,

On voil d'abord que le mouvement du point m'’ n'influe pas sur ceux de
m et de m'. Ensuite il vient:

de” a" T . 2«
—_—— —sin —
dt m' 2= T"

Ainsi donc, lorsque la période T'' est trés petile, on peut considérer les
mouvements des trois points comme indépendants, quant & la partie pério-
. dique. "
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Supposons maintenant que T'’ croisse de telle sorte que les quantités «T"'
soient trés grandes; on satisfera aux équations en posant :

A=A"=2"=0,

Les équations des mouvements des points deviennent alors :

&'r ; m 2t
m T ="' ———— cos T
d m-+m +m
! ’
m' d_'i =a"__.'n___. cos j!__.",
de m+m +m" T
”n L]
L m cos 2t
dt T m+m +m” T

Ainsi donc, la force F., se répartit sur les trois points proportionnellement
A leurs masses el sans changement de phase. On peut donc, dans ce cas, en
ce qui concerne la partie périodique du mouvement, cousidérer les trois
points comme invariablement reliés entre cux.

Les lermes exponentiels du mouvement s'obtiendraient en satisfaisant aux
équations : '

d'z (d.t' 'dz) (dx" d:.)
m — =o¢|—— — | +)|l——— |»
dt dt dt

de dt
o d'z’ (dx d.-t') - (d.c" dx')
P T\ T ) TR T w
,dix’” (dx (Iz") (d.t' 11::")
K T T 1Y A W I T A

d’ou I'on tire d’abord :
m dr - dr' —m” dx” A
it " dt dt

Nous ne nous occuperons pas davantage de celle parlie; mais il est évi-
Tome LI ) 3
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dent qu’au bout d’un temps trés long, les vilesses des Lrois points tendent
vers une méme limite indépendante des forces périodiques.
Si I'on pose en effet :

dx dx ,
ll-—;—=~ y ——==B’

d.t"
dt d

=B",

il vienl, en verlu des équations précédentes :

B=B —=B"= —L_
m-+m +m

Il est clair que nous pouvons encore élendre les considérations précédentes
au cas d'un nombre quelconque de points; en outre, au lieu de supposer
que les forces agissantes sont données en fonction du temps 7, on peut admelire
que les points ont des mouvements sensiblement uniformes et rectilignes, et
que ces mouvements sont troublés par I'action de forces perturbatrices trés
petiles, de nature périodique el fonctions de la position des points. Dans
lous ces cas, Uaction du frottement qui s'exerce entre les points sera encore
telle, qu'en ce qui concerne la partic périodique du mouvement, les points
pourront élre considércs comme indépendants pour les termes d courte
période, el comme invariablement reliés entrve eux pour les termes a longue
période; pour les périodes intermédiaires, les points s'entrainent plus ou
moins dans leurs mouvements, et celle action donne licu a des variations de
phase dans Uaction des forces.

Ces résultats ont élé obtenus, en supposant que les composantes de la
force de froltement qui s'exerce entre deux points m et m' sont de la forme :

(dz’ d.r)
a - diel’

dy y)

[.=

®

==ﬁ7- dt

z dz
"=’(:F 7)

-~

~
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Pour généraliser I'expression de la loi de frottement, on pourrait prendre :

dr’  ds (dy’ dy) (dz' dz)
"=“(W—m)*“' @ ")t \a T al)

dz’ dx) 6 (tly’ (ly) (di_ E)’

fv‘—‘f’(m—zz* wua TR

(d.t' dx) . (dy’ dy) (d:' dz)

= —_—— ———] _—— ]
b=r\w—al*"\a~al* "\ & a

Prenons maintenant les équations du mouvement de deux points, en
“posant F, = acos 3%5; nous pouvons provisoirement supposer nulles toutes les
autres composantes des forces ; nous aurons :

dic 2t L
m‘-lF=acos—T—+f, mw = f.
dy &y’
ol ’ il
d'z Ld'7 P
de s T
Si maintenant nous posons :
dz T (A in 2nt o ‘21:!) de T (A’ ,]Q:I - ' cos 2:1)
—_— — —_— —_—s —— — — " -]
at" 2= T AT dr aR\T T TR
dy T (A sin 2t . 21:3) dy T (}.’ i 2l -’ cos ‘an)
PR it Ml I A W T g\ RSy
dz T ( sin 2t 2:() d T (), sin 2t + o cos Qtl)
T ga \ MR oS o ) P R UL

nous obtiendrons douze équations du premier degré pour délerminer les
coefficients 1 et p, savoir:

2 2
ma %=a%+a(u'—,&c)+ﬁ(#’n—#l)+¢i(l‘;_l‘!)’ ‘
2 ’ ’ ’
— mp TS a(A—2) + @ (A —2y) + 2 (03— 2, ’
, '2" » ’ .
ma T= a(‘l. —p)+¢.(,u,—-,u.)+¢c(l‘1—l‘;)s
, 2 .
—m T (i —¥) + & (= X) 4 o (i — %), cte. |
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On reconnait tout desuile que ces équations nous conduisent aux mémes résul-
tats que précédemment; lorsqu’on suppose T (rés petit, les mouvements des
points sont indépendants; si T est trés grand, le systéme se comporte comme
un systéme invariable. Ainsi, la parlie périodique du mouvement des deux
points et méme d’un systéme de points reste soumise aux lois que nous avons
formulées précédemment.

Dans tous les calculs, précédents, nous avons considéré comme constants
les coefficients de frottement «, 3, ;. _

Il nous reste & voir si nos conclusions s'appliquent encore au cas -oa ces
quantités varient avec le temps 7, ou bien avec la position relative des points,
leurs vitesses, elc...; ainsi, par exemple, on peut trés bien admellre que le
frottement qui s’exerce entre deux points m et m’ dépend de leur distance,
notamment décroit avec celle distance et disparait au deld d'un certain
écarlement.

Reprenons le cas du mouvement de deux points et posons simplement :

md’.z:_ cos 2nt (dx' 'dx)
p7o e SR TRy &
, dx’ . ((11: dz')
PTA TR
On tire d’abord de la:
dx ,dx’ it 27l . Al
e 5 ;
puis : :
d ((lx d:') . (l . 1 ) (dz dx’) a cos et 3)
—=— — ga{l—+—j|{—— —|]=—=c0s — . . . . .
dt \dt de m m'/ \d¢ de m T (

Considérons d’abord = comme une fonction du temps /.
On sait que l'intégrale en (g—{f—;) de I'équation (3) se compose d'abord
de I'intégrale générale de I'équation :

d (d.t d.t:’) . (1 l) (dx dz’) 0 .
FrAvTR T Ml eigi=r) B Py Rl
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intégrale qui est de la forme :

(fg_«g)‘_ﬁ,,,,—f«(‘;ﬂ'-)“ e

dt de

L'intégrale de I'équation (3) comprend, en outre, un terme qui est une inté-
grale parllcuhére de I'équation el qui ne provient que du terme addilionnel
~ cos . Ainsi donc, chaque force périodique donne lieu & un terme spécial
dans I‘mlegrale, seulement ce terme n’est plus entiérement périodique.

Dans le cas acluel, ce terme est :

(‘if_di) =—c +w) / osﬂe/‘.('l'-'-%)“ de - . .. ((.;)

dt di

On peut remarquer d’abord que I'on parviendrait & I'équation (4) en
laissant de coté le terme périodique dans les équations du mouvement. Le
terme {3) qui provient de cette équation (4) décroit indéfiniment, lorsque le
temps augmente, puisque, par la nature méme du frottement, « est loujours
une quantité positive. Ce terme remplace, dans le cas actuel, le terme expo-
nentiel des calculs précédents.

Examinons le terme (6) et tachons de le mettre sous la forme :

2=t

(dx da.") T( . 2t 3 co )
By SIN T + 4 ST ’

2, el », élant deux fonctions de ¢ convenablement choisies si nous substi-
tuons dans I'équation (3) et égalons les coefficients de cos =% et sin 2 e 2 dans
les deux membres, nous aurons :

a (i+l) N+ +dl|
mam mQ'F' dt 2r

5 (1 1)T L dm T
I ) kP R

N ()

Les intégrales générales de ces équations comprennent d’abord les inté-
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grales générales des équations :

T
0=1(L+L,)I-L+M+d—l‘—
m  m'/ 2z dt 2~ 8)
“l T ’ . . L] . .4 ~l [ ]
o=¢(’_+-‘_)lm-|.+"_._
m m 2 dt 2=

intégrales que nous représenterons par L et M. Les intégrales des équa-
tions (7) comprennent en outre deux lermes spéciaux L, et M, qui sont deux
solutions particuliéres de ces équalions el qui ne proviennent que du lerme
additionnel _ .

Or, dans le cas qui nous occupe, nous devons prendre pour valeurs de
2, el g, ces solutions particuliéres. En effet, on parviendrail encore aux mémes
équations (7), si on voulait donner & I'intégrale générale de (3) la forme :

T, 2t . 9\
Q_’.. A.cos-,lf'f"l‘sln"f',

car en procédant comme pour 2, el x, on aurail :

a (|+ )),T oA T
mo \m T w '21+#'+d¢2_n) 9
) (14_1).1‘ g e e e
=a|—+ — —— —_ ==
e T ‘
d’ou I'on tirerait :
A;=L+(o',
pr=M+M,

Or L et M renfermant les constantes arbitraires, la partie

T/ 2at pL]
— |4 e A\ in —
%( cos 'l‘+ lsmT)

ne peut conduire qu’au terme (8), tandis que L, et M, dépendant du terme
additionnel, la partie

T 2rl . 2xt

3 (L. cos T + M, sin -?)

correspond au terme (6), que nous voulons considérer.
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On peut dailleurs vérifier direclement ces résultats.
Eliminons ', des équations (9), nous aurons :
, I 4\T , duT . du T
"=“(;*n7)§"'+,—u P TR
en posant :
_ _(l 1) T
= m+ m’/ 2=
Il vient ainsi :
T\* oy T dig ,(T de ) a :
] o e T
ce qui nous donne, pour calculer M, I’équation :
(T)!d’m T an M( de 1) 0 "
2:(7(;4‘ Qr—tﬂ—‘_ Qfdl+e+ e e . ..()

Prenons d’abord le cas ol « et par suite ¢ est conslant; los deux equauons

précédentes deviennent :

T\t &, T du, a
— ] = % — — " (e* = - 0 e e e e .

(h) di? s A dt + (1) m (12)
T\*dM T dM R

(;) W--Q—Q E;—IT—hM(k +1)=0 . . . . . . . (13)

Posons M = ¢*; nous aurons, pour déterminer ¢, I'équation :

T\ T

| (;) q’+292—nq+s’+1=0,
d’'oli 'on tire :

2r

('+‘):L— 1
= — | — f— —_— e
1 m T

On a donce :
- A 2xt
(. ) [C| cos T + (Ag sin 'l’f ]
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Si I'on déduit L 4 I'aide de cette valeur de M, on a :

am T —u(_'.-;-':, t 2nt . 2t
L=s)|+z-2—-—-e [C,cos—T——C.sln—,lT],

x

puis il vient :

T (l, cos QT‘ + M sin 9—1_“—) = 1 (Cl +C)e (;'-""i:‘)' = A’ e“./"(&*.'".-)“

x

ce qui est conforme & nos conclusions.
De I'équation (12), on tire d'ailleurs aisément :

I a ¢ a 4
“ =—1;| T:-—e = mi+e’
d’ou ‘
2xt et
-T- (l.. (-osE + M,sin E) = ot 1 —ﬁ
E2 T T m 2r 1+ ¢ !

ce qui est bien le terme périodique que nous avons oblenu dans I'hypo-

thése de « constanl.
Prenons maintenant le cas général. On satisfait 4 I'équation (11) en

prenant :
/o) e

On peut donc prendre :

1 1
M=e_f’(;+:)“ r(‘. cos?i’:f + G emQTL .

- -

On en déduit :

1 [] [~
L=e—-/‘a ("_‘+:’-)“ C,cosQ,T—C sin% .

Et I'on a encore :

:ﬂ(l.cose,li+blsm2,ri)——(C.+C,)e/ «(a+) ‘= A —f=(a+ "')".
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Ainsi donc les valeurs L et M conduisent bien au ferme (5). 1l “reste a
calculer L, et M,. Pour cela, reprenons I’équation (10), et tachons d'y
salisfaire en prenant : :

LA
K, = e_f“ (-‘»"‘w)‘" [C,cosi),rl' + C, sin -QTL‘],

en considérant C, et C, comme des variables.
Nous aurons '
de, dW
A
en posant : ‘
dcC, et dC, . 2t

w ST =0,
%'élanl une quantité de la méme forme que 3.
Ensuite :

d’,a;_ M’ - / e a [dC, 22t dC, , 2t
de — det ¢ T T

T B T
En substituant dans (10), il vient :

d(},cos 2=t |, dC, ininl a ‘.’te/'; Ty
&t T & T mT '

Ensuite :
LN A
dt m T
d T
_Ci=£?:oo32_.ﬂe-/“ T4
dd m T T
Ainsi :
a2 /. 2t e«
C=C—- — in—e.dt.e/ " T
4 T T, sin T dt.e ,
, a2« et tr
C,=C, +"—‘? 003-1—‘:'”‘.9 ST“.-

Toue LI. ‘ 4
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On tire de Ia :

A — [T nt 2 T as ]
M.-=g- TS sin—"—/\cos—’:!-dl 5 cos—- mg——ﬂ dl ¢ ¥
m T T 1

2 [ X { i T
"e £ [cosﬂ%r cos2—-ﬂ dt.e f T, m-g-— sin Qﬂ dte-/ "]

T 2t 9 - iy
(M.snn-%+l,,cosl‘)=: / '/. s—dle-/‘s “

2 T

ainsi qu'on devait s’y attendre.
Si 'on suppose ¢ constant, on retrouve encore :

Ainsi donc, il est bien évident que nous devons prendre pour valeurs
de 1, et g, les valeurs de L, et M,.

Ceci établi, passons a I'examen des divers cas.

Supposons d’aboerd que T soit lrés pem' les équations (7) pourront

d,
s'écrire, si I'on suppose que &, ap,, —;, d‘ " restent finis :

a
=k 0=1;

ces solutions satisfont aux condluons ci-dessus indiguées.
On a ainsi :

on en conclut :
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ainsi lorsque T est trés pelit, le terme provenant de la force redevient
simplement périodique et le mouvement a lieu comme si les deux points
élaient indépendants.

Considérons ensuile le cas ot T est trés grand, de sorte que «T a une
valeur trés grande; si nous supposons que X, et z, restent finis, les équations
se réduiront & :

—_—=a | —

a 2x (l 1 ) dx,
— "
m m

m T dt
0 (l + ‘ ) + (Iﬂ-.

= g | — —_— ——

m m # de

D’ou 'on déduit, 3 Ia limite :
A= =0 ”%; (o s'annulant & la limite)

ces solutions satisfont en outre & la condition ci-dessus ; on peut donc prendre :

m (d‘a‘) e cos 2t m’ (d’x’) . m' cos 2nt
dtly . m+m' T’ a*/y, ma+m T’

ainsi, lorsque T est trés grand, les termes provenant de la force rede-
viennent simplement périodiques, el les points se meuvent sous l'influence
de cette force, comme s'ils étaient invariablement reliés entre eux.

Pour les périodes intermédiaires, on peut encore considérer que les
points s’entrainent parliellement; mais celle fois, la partie entrainée varie
avec le temps f. I y a aussi une variation de phase dans I'action des forces,
et celle variation est aussi fonction du temps.

Nous avons en effet :

(d_x_ 'E:-) =1(A, cos %—“‘ + psin @),
dt dt |, 2nx T T
on lire de la :

(d‘x &z’ __( +T¢h.) cos%llq-(d“' T l)si At
EF—]TE)." M o Tde T & 2= T

(a 2 ) cos 2mt sin 2nt
= — — — — —
m e T # T
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On a en oulre :

ce qui donne :

, (d’.r) m+m x| eos 2nt com’ sin 2mt
— == . — — — U —
(m + m’) ar ), a o €Ay T i T’

( g (d‘z') m | A co 2’d-e- sin i
m + m’) o '=€ s sT # T .

1l suffirait maintenant de meltre comme précédemment ces formules

sous la forme :
(d’x) be Ix(t—oc)
m W . a OS——T—-a
, (d’x') s eo 2x (t — o)
m -(-l-l; 3-=-a CO§ ey
pour connailre les coefficients d’action réciproque ¢ et ¢' ainsi que les avances
angulaires des phases, en fonetion du temps t.
Ceci établi, il importe de remarquer qu'on peut parvenir directement aux
équations (7) en parlant des équations du mouvement. Posons en effet :

(dz) T ¢ . 2\
—() €OS — 4 p SIN —
| ]

@l = T T)
(dz') T (), 2, ; Qﬂ)
—] = — 0§ — W —]
al,~ % €08 = 4 @' 8in —

_En procédant comme auparavénl, il viendra :

m +m a by A
® ;2—’-‘—“— a+¢( )g——r

C . (1)
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Si I'on posait maintenant

2—N=xn et p—p =y,

on retomberait évidemment sur les équations (7). Mais il est clair qu'on peut
traiter directement les équations (14) comme les équations (7); on les
résoudra el on prendra pour valeurs de 1, ¥, g, ¢/, les termes, qui dans les
intégrales générales de ces équations ne contiennent pas de constantes arbi-
traires el dépendent seulement du terme additionnel a. Ces termes sont,
comme on le sail, des solutions particuliéres des équations.

Ainsi, par exemple, si T est trés pelit, on aura :

"= — ).=)'=“'==0‘
m

et il viendra comme précédemment :

m (d'a:) o cos 2t ' (d’x’) 0
e/, T dar/,”

Au contraire, si T est (rés grand, il vient :

md}' A'— )
a oA

m' w =a(l —1),

de

du ,
m rn =a(p'—u),

4

PO e
m Pl le—p').
On a ainsi :
A=Ay, p=yu,
el, comme précédemment :

A== gy = 0.

Ainsi les résultats sont conformes aux précédents. Mais, on peut, par ce
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dernier procédé, généraliser encore davanlage la loi de frotlement ; on peut.
prendre :
de’  d« dy’ dy) (dz' dz)
f=e(a—a) v (a—a) ~=(G—&)

a, ,, a, 6lanl considérés maintenant comme des fonctions du temps ¢. 11 est
facile de voir que les résultats généraux précédents ne sont pas altérés.
Le mode de calcul est analogue & celui que nous avons employé lorsque ces
coefficients étaient considérés comme constants, sauf qu'ici il faul tenir
comple de ce que les quantilés 2, x sont des fonctions du temps. On retombe
sur un systéme d’équations de la forme (14), équations que I'on peut traiter
de la méme maniére. Enfin, on peut étendre les mémes considéralions au
cas d'un nombre quelconque de points matériels.

Nous venons de supposer que les coefficients de frottement sont donnés
en fonction du temps; on peul aussi admetire que ces quantités sont des
fonctions données de la position relative des points, de Ieurs vilesses, elc.,
en d'autres termes, qu'ils sont fonctions des (z, y, 2, %= =y e n » )+ Dans ce
cas, les équations du mouvement ne sont plus linéaires; d’ou il résulte que
chaque force périodique ne donne plus lieu, en général, & un terme séparé
dans Pintégrale. On peut, néanmoins, loujours imaginer que les équations
du mouvement ont été résolues et qu'on connait les (x, y, z) en fonclion
de t; cela étant, les coefficients de froltement seraient connus en fonclion
de 1, et on pourrait appliquer les méthodes précédentes. Chaque force
périodique donne lieu, dans cette maniére de voir, a un terme spécial dans
le mouvement, terme & I'égard duquel on peut encore se représenter que
I'un des points entraine partiellement les autres dans son mouvement; seule-
ment ici, la partie entrainée et la varialion de phase dans I'aclion de la
force doivent étre considérées comme dépendant de toules les forces pério-
diques agissantes, et non uniquement de la force considérée, comme dans le
cas précédent. Quant aux cas des périodes trés courles ou trés longues, il est
clair que les résullats précédents restent acquis.

Ainsi, dans lous les cas, si une force périodique de période trés pelite
agit sur les points du systéme,. on pourra, dans la recherche du terme cor-
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respondant, considérer ce point comme indépendant des autres, pourvu
cependant qu'en verlu du mouvement méme le coefficient de froltement
entre ce point el un autre ne tende pas & devenir infiniment grand A un
moment donné. ,

De méme, si une force a longue période agit sur I'un des points, on peut
considérer, dans la recherche du terme correspondant, ce point comme
entrainant complétement tous ceux qui exercent sur lui une action de Ja
nature du frottement; il faul encore supposer que, dans le cours du mouve-
ment, et en verlu de celui-ci, le coeflicient de frottement entre ce point et un
de ceux qu'il entraine ne devient pas tellement petit que les quantités de
Pordre «T ne soient plus trés grandes; par exemple, cela arrive si un point
sorl de la sphére d’action de I'autre. Remarquons encore que, pour que le
systéme entier se meuve comme invariable dans ce cas, il n’est pas nécessaire
que chaque point exerce un frollement sur tous les autres; il suffit que
chaque point exerce une action de ce genre sur un nombre d’autres points,
suffisant pour que I'on puisse considérer le systéme comme continu,

On peut encore admeltre, dans ce qui précéde, que certaines parties du
systéme se solidifient, ce qui revient & supposer qu'entre les poinls corres-
pondants les coefficients de froltement deviennent assez grands pour que,
quel que soil T, le systéme de ces points puisse étre considéré comme inva-
riable. Il ne s’agira plus, dans ce qui précéde, que de considérer les mouve-
ments relatifs des points et des parties ainsi solidifiées, et on pourra appliquer

4 ces mouvements relalifs les conclusions ci-dessus sujvant la grandeur des
périodes des forces agissantes. - ‘

§ 2. — Sur Peffet des actions mutuelles intérieures,

Considérons deux points malériels m(x, y, z) et m'(z, y', 2'), soumis
chacun & P'action d’une force de nature périodique et entre lesquels agit én
outre upe force centrale dont nous représenterons lintensité auraclive
par ¢(r), r étant la distance des deux points.



32 SUR L’INFLUENCE DU FROTTEMENT, erc.,

Les équations du mouvement paralléle & I'axe des z seront de la forme :

&’z Qr(t—
m F'—"
x' 2:(!—3’) ‘
d * |
On tire d’abord de la :
md'x-t-m il = E (‘—a) 2 Qﬂ(l e e . (19)

ensuite :

a t —
—_— 2 —, €0s 2x
m

d's _‘f’f_’_._(l )7‘(")( - )=$—cosﬂtr‘_J

ar T ar m
1l faut intégrer celle équation. Avant de la traiter dans le cas général,

supposons d’abord qu’il s’agisse du cas simple, ou I'on a :

#(r) = hr,
h étant une quantilé posilive.
Il viendra :

—_7
— > — 2 .
2 cos n T (16)

(x—-x)=2-—oos2r

|
(z_x)+h(1u m)

L’intégrale générale de celte équalnon comprend d’abord l'intégrale géné-
rale de I'équation :

& 1 1
dl,(x—z)+h(m+;‘—,)(a:—a:’)=0; ...... (f‘l)

celle intégrale est

2nt
(x—2a")=C(, cosl—’:- -+ C, sin —‘.
i T T
en posant pour simplifier :

)=
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L'intégrale de I'équation (16) comprend, en outre, des termes spéciaux,
qui sont des solutions parliculiéres de cetle équalion et qui proviennent
seulement des termes additionnels des sommes :

a t—d a’ |—&
zgcosQr T o —Em—,cosﬁx T

. s )
Cherchons le terme correspondant au terme - cos Qn'—T- ; en lui donnant

1 - . .
la forme 2 ( :;) cos 2r 'l—" , Dous aurons, pour déterminer 2, Péquation :

Nous avons donc enfin I'intégrale générale de I'équation (16) :

Lot t
x — ' = C;8in2x — + C; cos 2x —
T T

m\2x 1 T’cs 4 T

On tire de la :

(e Iz’ 2x\? | 2xt 2xl
r_ ¢z (—f) ICg sin —1+ C.cos—’]
T T

T

a | t—4¢ a 1 t—4d"

+ 2;'- s 008 27 —— — 2;;——1”—'00327: —.
1= (= 4—(-
T T

Combinant cetie équalion avec I'équation (13), il vient :

(i 27\ ? t t
(m + m').‘-—x= - (—R) m’ | C, sin 2x - 4+ Cy cos 27 —
det T T T
m' 1 t— ¢
+ Ea<1-+ —"T-———1 (T)' cos 2r T
T\
’ 1 t—d
-+ zu' (1 — T;) Ccos 2r T '
{ —(—
. T
Toue LI.
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On obtiendrait une valeur analogue pour
Nous pouvons distinguer trois parties dans la valeur deZs -

La premiére partie, que nous désignerons par\d,, oy 8L

) 2] o ).

de/, v/ m+m

On reconnait tout de suite que cette partie, qui est périodique, est due a
I'action de la force cenlrale o(r).
La seconde partie de 2= o » Que nous représenterons par (“, ) est:

d'z m' ] t—4¢
(dt’) E;n——i- mn ( + m | (T)‘) cos 2« T

T

Elle provient de la force périodique qui agit sur le point m.
Considérons le terme :

t—4d
= 2r ——
g=acos 2r —

de cette force, et comparons-le au terme correspondant de m (3:—‘:”-) , savoir :
1

a m '+ m’ i 9 t—g
9 m o+ m' m A (T)’ cos &= T
T

Les deux forces ne différent que par le coefficient d'intensité et non par
la phase.
Le rapport des amplitudes de g, et de g est :

Pour nous faire une idée de la variation d’intensilé, examinons encore
quelques cas particuliers.
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Supposons d’abord que T soit trés petit, sans que < le soit (ce qui exige
que h ne soit pas trés grand vis-a-vis de m et de m’); on voit qu’a la limite
nous aurons :

0=1.

Puisque, en outre, il n’y a pas variation de phase, on en conclut que, dans
ce cas, l'action de la force g s'exerce sur le point m, comme si ce point
était indépendant de m'.

Supposons maintenant, au contraire, que T soit trés grand sans que = le
soit (ce qui exige que /i ne soit pas trop petit); nous aurons A la limite :

m

==

m -+ m'

L’action de la force g s’exerce donc sur ‘le point m, comme si le point 'y
était invariablement relié. _

Entre ces deux cas limites, on peut considérer que la masse m’ influe plus
ou moins forlement sur le mouvement de m; en d’autres termes, on peut
considérer que I'action de g sur m s’exerce comme si 7 entrainail une certaine

. , T

masse m, qui dépend de m, de m' et de-.

Si I'on pose, en effet :

il vient

’

"
()
T
my= —m - .
. T 2
ml—l — (—) J + m'
T
On voit que I'expression de la masse entrainée est plus compliquée que
dans le cas de I'action du frottement.

Si nous attribuons & = une valeur finie, nous avons cependant, comme
dans le cas du frottement

m=0, o==1, . lorsque T est trés petit,
el

m=m, 6=

B lorsque T est trés grand.

m -+ n
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Mais, entre ces deux limites, on n’a pas toujours :

0LLmm et 1>6> ———

m+m

m, peut méme avoir des valeurs négatives.

Si T est plus petit que z, m, est négatif et croil en valeur absolue, a
mesure que T croit.

Pour T =z, on a m, = — m el § = oo . Malgré cette circonslance, il faut
remarquer que I'on peut mettre I'intégrale précédente sous forme finie.

Pour le montrer, ne conservons que le terme en question dans Péqua-
tion (16); cette derniére devient :

o

drt

(—4

| 1
(x—-x)+h( + )(.t—.r)==—-cos":r
m  m m

L'intégrale générale est :

\ . 2nt . 27t a T t tl—3
z — x' = C,;sin — + G308 — + — ( cos 2 -
' )

Nous pouvons la meltre sous la forme:

2t 2=l

T

« (T)’ 1 . 2xd (r . 2t . in) PIY] (cos 2xt 0s Qxl)
—_—- =] — | = sin— —sin — — — 08 — | |+
m \2r 1)* Mot M T T . T

=

en appelant G, et C} les valeurs initiales de (x — «') et de
Si maintenant nous faisons T =, il vient :

r—gx =0
" 9

d(z -z)
de

2xt 2nl
(x —a")=¢, —sm—'—+C,,cos—"-
T T

a ( T )’[ 2rd ( 2xt =l ‘21:!) rd (nl . 2xl)J
—_ = sin — {sin — — — c08 — | + ¢0s — | — sin — H

2 T T T T r \7 T
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On peut écrire cette équation sous la forme

. 2xt 2l ¢ T . t—q
(x—&')=C{sin— + Cjcos — — — —. (sin2x ——,
T T m4r T

C, et C, étant deux constantes arbitraires.

On vérifie aisément que celle valeur de (z — ') est la solution générale
de I'équation ci-dessus dans le cas o T = r. Celle circonstance savoir
que § = oo, s'explique par le fait que la force extérieure a cos 2 lend
imprimer au point m un mouvement synchrone i celui que tend a lui
imprimer la force o(r). Il ne sagit donc pas ici d'autre chose que d'une sorte
de phénoméne de résonnance.

Lorsque T satisfait a I'équation :

w[1= (] =0

m; =+ 2 et 60=0.

ona:

Ainsi, 4 cel instanl, I'action de la force ¢ ne se fait plus sentir dans le
mouvement du point .
Examinons maintenant la troisiéme partie de 42 s en la désignant par (" z) ,

il vient :
T\
(—) t— 4

*x
(i), = —Em";;;‘w“”’" T

T

Cette partie provient de la force périodique qui agit sur m'.
Considérons le terme :

{—4
g =u' cos 2

de cette force, et comparons-le au terme :

T')'
m (T {—aq'

h=—a m-qr-m'1 (T')'MS%r T

T

qui lui correspond dans m (‘;‘Lf)'.




38 SUR L’INFLUENCE DU FROTTEMENT, erc.,
On voit d’abord que I'action de g' s’exerce sans variation de phase ; mais
il y a une réduction d’intensité représentée par :
m-+m '—T"
Si nous supposons que z a une valeur finie différente de 0, on a encore pour

T=0, 6§=0;
el pour

Ainsi lorsque T’ est trés petit, I'action de g’ ne se fait pas sentir dans le
mouvement de m ; au contraire, si T’ est trés grand, le point m' entraine le
point m dans son mouvement, comme si ce dernier lui était invariahlement
relié. Pour les périodes intermédiaires, on peul encore imaginer que le point
m' entraine, dans son mouvement, une masse m) dont la grandeur dépend de
m, de m’ et de 11-

En rapprochant ces résultats des précédents, nous pourrons donc dire :

En vertu de Uaction de la force ¢, on peut considérer les points m et m’
comme indépendants relativement aux forces exlérieures a courte période ;
on peut les considérer comme invariablement reliés entre eux, quand il §agst
de forces extérieures a longue période; pour les forces & période inter-
médiaire, on peut supposer que chacune des deux masses m et m’' eniraine
une certatne masse complémentaire, dont la grandeur varie avec m, m' et
la grandeur de la période.

Il est bien entendu que la grandeur de la période se mesure par rapport
a la grandeur de la période -, qui résulterait de la seule action de la force ¢.

Il est clair aussi que I'on obtiendrait des résultats analogues pour les direc-
lions des y et des z.

Passons maintenant au cas d’un systéme de points.

Sans restreindre la généralité de la question, nous pourrons nous borner a
trois points, entre lesquels s’exercent des forces centrales, et nous supposerons
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qu'une force périodique extérieure agit sur I'un des points. Les équations
du mouvement paralléle & I'axe des & sont donc de la forme :

'x ’ ’ m Q‘Rl '
w =h (x'—x )+ b (x"—x )+acos-?-
m'%=h(x—x')+h”(z"—x’) y o« . - . (18)
li ”
m' = W (x— &)+ (@ — ) !

de

ol h, ', k'’ sont des constantes positives.
Les intégrales générales de ces équations (18) comprennent d’abord les
intégrales générales des équations :

d‘x ' ” ’
m oo =h.(x——a:)+h(x —z')
m'%=h(z—x’)+h"(w"—z') e e e e e o (19)
m’'——=h"(x —z")+ h'"(z’ — x")

11
dt i

Ces derniéres font connaitre les termes qui dépendent des forces ¢; leurs
intégrales renferment les constantes arbitraires.
Les intégrales des équations (18) conliennent, en outre, des termes spé-
ciaux, solutions parliculjéres de ces équations, qui proviennent seulement du
2xt

terme additionnel « cos ~-.
Pour obtenir seulement ces termes, posons :

X = A (1)'(!083—"
2x T

. L, (T\*  2st
£ =2 (27) ST
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Nous aurons pour déterminer 2, ', x'’, les équations suivantes :

) D

2 . ®
—m A ()%) =h(a'—Ar)+ N @A'—2 )+a(%) ’
]
—m' X (2:) =h(A—2" )+ h'(1"—2"),
T
ot 2-' ’ ” Ly ’ "
—m' (?) =W — ")+ h"(x — "),

d’ott 'on tire d’ahord :

mi 4+ my 4+ m'A = —u.

Si maintenant nous supposons que T soit trés pelil, sans que les quantités
h soient trés grandes, nous pourrons prendre :

A ==— AI=A”=0,

’

c’est-a-dire, que nous pourrons considérer les mouvements des points comme
indépendants. ’

Si, au contraire, nous supposons T trés grand, de sorte que les quantités AT?
soient (rés grandes, nous aurons sensiblement

a
A=A =)' = —

-,
m-+m' + m"

c'est-a-dire, que le mouvement aura lieu comme si les trois points m, m', w'’
élaient invariablement reliés entre eux.

Il est clair qu'on peut étendre les considérations précédentes au cas d'un
nombre quelconque de points et de forces extérieures périodiques.

Comme, en outre, les résultals sont également vrais pour les directions
des y et des 2, nous pourrons dire :

Dans un systéme de points matériels, en vertu de l'action des forces ¢, on
peut considérer les points comme indépendants entre eux, quant a l'action des
[forces periodiques & courte période ; on peut les considérer comme tnvaria-
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blement reliés entre eux, quant d Uaction des forces d longue période. Quant
aux forces de période moyenne, on peut supposer que les points considerés
enirainent cerlaines masses fictives dont la grandeur varie avec la masse
des divers points et avec la grandeur des périodes.

It est clair que la grandeur des périodes s'établit relativement & la grandeur
de celles qui pourraient résulter de P'action seule des forces . Ainsi, il est
évident que l'indépendance du mouvement de deux points cesse d’autant
moins vite, lorsque la période croit, que I'attraction ¢ est moindre entre ces
deux points; au contraire, plus grande est I'attraction ¢, plus vite tend 4
s'élablir I'égalité du mouvement des deux points, lorsque T augmente.

Dans tout ce qui précéde, nous avons considéré la quantité A comme une
constante, la fonclion ¢ étant de la forme hr. Passons maintenant 4 'examen
du cas plus général ot % est variable; admettons d’abord que & est une
fonction donnée du temps ¢.

Reprenons simplement le cas de deux points; on verra tout de suile qu’on
peut étendre le raisonnement au cas d’'un nombre quelconque de points
matériels.

Nous aurons : .
d'x

, 2=
m E‘—,-=h(m—:c)+acosT
, e e e e e . (20)
'dl=h(x'—a:')
™
pour le mouvement paralléle & I'axe des z.
On tire d’abord de la: ’
d'z , d'z’ 2t -
Mog Fm op=acsoog L L L (21)
ensuite :
d* | 1 a 2t
—_(x—2 ~— —|(z—2)=— — e ... (22
-dt‘(x a:)+h(m+m,)(x z') o €08 (‘)

Celte derniére équation est linéaire en x — x'. Son intégrale générale
comprend d’abord I'intégrale générale de I’équation :

1
;,,(z—f')+h(;:;+ﬂ)(z—z')=o,. Ce e e (28)

Tome LI. . 6

o
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& laquelle on parviendrait dlrectemem en négligeant, dans les équations du
mouvement, le terme a cos —, nous désignerons par (x—a'), cetle intégrale.
L’intégrale générale de (22 ) renferme, en outre, un terme spécial, solution
particuliére de cette équation, qui provient uniquement du terme additionnel.
Désignons par (x —=2'), celte seconde partie de I'intégrale.
Nous voyons donc que chaque force périodique extérieure donne lieu & un
terme spécial, mais en général, ce terme n’est plus simplement périodique.
Cependant, essayons de le mettre sous la forme :

, T\? 2wt . 27t
(x—z')= (;) (A. cos T + xpsin T) s

en considérant 2, et x, comme des fonctions de ¢.
En subsuluant dans I'équation (22) et égalant les coefficients de cos ‘= et
de sin T ” dans les deux membres, nous aurons pour déterminer 2, et ,u, les

equauons
() 2a () [ =]~ 2
) e en [ =] |
en posant, pour simplifier : |
AREIRYCS

Les intégrales générales des équations (24) renferment d’abord les inté-
grales générales L,, M, des équations :

G ECRUE N Y I
) e[ ] -

Les intégrales générales de (24) renferment, en outre, deux termes

spéciaux L, et M,, solutions particuliéresde ces équations, qui proviennent
seulement du terme additionnel -.
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I est clair que nous devons prendre :
M=L, p=M,.
En effet, si I'on posait :

(x—2x')= T (A' cos 2t -+ pi sin 2“)
BETAS T RS

on aurait pour 1} et xf les mémes équations (24), puis il viendrait :
M=Lo+ L, m=M+ M,

Les parties L, et M,, qui renferment les constantes arbitraires, ne peuvent
donner que : ‘

, T\* 2l . 2n
(x —a')y= (2—’) [I..cos T -+ Mgsin ?]

tandis que L, et M,, qui proviennent uniquement du terme additionnel,

donnent :

, T\? 2mt . 9t
(x—x).s(%) [L.cosT-e-M,sm-;r—]-

Il est d’ailleurs aisé de le vérifier, dans le cas oa 4 est constant; on a alors:
T ]
T m .

Dou :
. , (T )’ a 2t
(z—a) = 2x/ m Rl
ce qui est conforme aux résullats obtenus précédemment.

Cela éant, considérons de nouveau le cas ou T est trés pelit, sans que z le
soil; les équations (24) deviendront, si 1, z, et leurs dérivées restent finis :
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Alors il viendra :
d’ou l'on tire :
FTIT

(d‘.t) _ 2t , (d’.t') —0
m EIF.—-GCOST-' m W‘— .

puis :

Donc, dans ce cas, I'action de la force périodique se traduit encore par un
terme périodique et les points m et m' sont indépendants dans leurs mou-
vements,

Passons maintenant au cas ot T est trés grand; alors les équations (24)
. B . di, du, .
donnent, si = n’est pas aussi trés grand (x..p,, <& » €l = vestant ﬁms) :

dia, 2n\?

P B
d’oti I'on tire :
ou mieux

o et o, tendant vers zéro, lorsque T augmente.
Il vient alors :

" (d'x) m 4 cos 2t ' (d’x) .om' 2t
de/, T’ .

m -+ m' awl, " mrw T
Dans ce cas, la force périodique donne donc lieu 4 un terme périodique,

et les points m et m' se meuvent comme s'ils étaient invariablement reliés
entre eux.

Pour les périodes intermédiaires, les masses m et m’ ne sont plus indé-
pendantes; on peut se représenter chacune de ces masses comme entrainant
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une masse variable dont la grandeur dépend des masses m et /', et des
périodes T et =.

En outre, puisque, en général, on n’a pas i, =0, il y a une variation de
phase dans I'action des forces. Cette variation est aussi fonction du temps.

En procédant comme dans le cas oi nous avons considéré I'action du
frottement, il ne serait pas difficile d'étendre ces résultats au cas d’'un nombre
quelconque de points matériels.

On peut maintenant considérer le cas ot A est une fonction des coordon-
nées des points mobiles. Ce cas se raméne aisément au précédent. Il suffit de
supposer que les équations du mouvement sont résolues et qu'on connait les
(=, y, z) en fonction du temps ¢. .

Alors chaque force périodique donne encore lieu & un terme spécial. Seu-
lement on doit se figurer que, dans le mouvement, chaque point du systéme
entraine une masse dont la grandeur dépend des masses des divers points et
des périodes de toutes les forces périodiques. Il y a aussi une variation de
phase qui dépend des mémes quantités. Pour les périodes trés courtes ou
trés longues, les résullats précédents restent évidemment acquis.

Ainsi donc, si I'on tient compte des attractions mutuelles d’un systéme de
points, on peut dire que, lorsqu’une force périodique & courte période agit sur
Pun d’eux, on peut le considérer comme indépendant des autres quant i
Paction de la force, sauf le cas ou, en vertu du mouvement, I'action atlrac-
live exercée par un de ces autres points sur le point considéré devient
irés grande. Au contraire, si une force & longue période agit sur un des
points, on peut considérer tous les autres points comme y étant invariable-
ment reliés, sauf naturellement ceux, qui en vertu du mouvement, viennent
a tomber hors de la sphére d’action du point qui subit I'action de la force.

Si I'on suppose que le' coefficient d'attraction h devient trés considérable
entre deux points, on pourra, quel que soit T, considérer ces deux points

.comme invariablement reliés entre eux. On peut donc toujours imaginer
qu’une ou plusieurs parties du systéme proposé se solidifient.

Les conclusions précédentes sappliqueront alors aux mouvements relatifs
de ces diverses parties.
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§ 3. — Sur Paction simultanée des causes précédentes.

Maintenant que, dans les paragraphes précédents, nous avons étudié
séparément les effels produits par le frottement, d’une part, et par les actions
mutuelles des points, d’autre part, au point de vue de I'action de forces
périodiques extérieures, il nous sera aisé d’examiner ce qui se passe lorsque
I'on considére les deux causes précédentes comme agissant simultanément.

Comme il est facile de le reconnaitre, aussi bien par ce qui précéde que
par les considérations que nous allons développer, nous n’altérerons en rien
la généralité de la question, en nous bornant a considérer un simple systéme
de deux points matériels. '

Supposons que les équations du mouvement paralléle & I'axe des z soient :

d'x (da:’ d.r) + bz
"T\n T @

dz dx

, HE (26)
W =e (m-—:“—) +h(x——z')‘

et considérons d’abord le cas ou les coefficients A et « sonl conslants.
Nous aurons d’abord :

d'z &' t
ma-'--;-m F-acos%wi, e e e e . (27
ensuite :
d* , 1 1\d ) 1 1 L a3
d—‘,(z——x)+a('—n-+;,)d—l(x——z)+h(;.—+"T)(z—£)=mwsT. . (28)

Pour intégrer cette équation, cherchons d’abord I'intégrale de :

d
ﬂ‘(x—-x'),+a.,a(x—a:'),+ho(z—x').=0, e e (2

en posant, pour simplifier :

L
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Nous aurons tout de suite :

—& 2xt 2xt
(x—2x)=ce T [C.sin i C,cos-i]'
To To
en posant :
2:)’ al
(:; =—3 vk

Nous supposons que « soit assez pelit pour que z, ait une valeur réelle.

Cherchons maintenant l'intégrale particuliére de I’équation (28), prove- -

nant du terme additionel ,%cos 3%'—'

Posons celte intégrale particuliére :
@ —x) = (T )’ (). 2t R 21:!)
x "=\ .cosT- 1 T/

2, et g, étant des constantes.

Substituant dans I'équation (28) et égalant les coefficients du sinus et'du
cosinus dans les deux membres, nous aurons :

T T\? a'
—Al"'%?—ﬂ#i*‘ho (g) h=;%

T T\®
—Fl—%ﬂ—"h""ho(’e—“) “ =0

. &= .

en posant comme précédemment ¢ =« ;_r; et (-’;’)’ = h,.
Enfin, il viendra :

i
'

. On tire de la:

& . 2nt (]
r—z —e T [C.sin—”— + C,cosa—’]
To To

2 -]

&+ |-
T
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En combinant cette équation avec I'intégrale de (27), qui est :

D

m'z’ (T)’c a’+A’l A
1 + M = —|— § —
nT % 0 T + A,

on a la solution de la question.

On peut distinguer deux parties dans (:r——.'r) el par suite aussi dans
Tetx

La premiére est (x—z'),; elle est évidemment due a [Paction de
la force ¢, combinée a I'action du frottement. Cette partie n'est plus simple-
ment périodique comme dans le cas ou la force ¢ agit seule; elle tend
vers zéro, & mesure que ¢ augmente. Le frottement altére, en oulre, la durée
d’oscillation qui, de <, devient r,, et I'on a:

- -

La seconde partie de (x — ') est (x — '), ; elle provient de la force
exlérieure périodique.
Nous avons :

(@ %) == —[—(E;—_'q [[(I)— oo e~sin %f‘]

& +

et en combinant avec I'équation (27), il vient :

m’ (T)’ A m’
d*x - m|\r 2t ‘m . 2=t
cos .

-+ m) (75), = @ QRPN [P R [ )

On conclut de la que I'action de la force

ae 2x
g 08—

s'exerce sur le point m avec un changement d’intensité et une variation de
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phase, qu'il serait facile d’évaluer, si I'on mettait la formule précédente sous
la forme :

m (d‘x) adcos 2 t—d
—_— == v 4 .
dit/, . T

Examinons encore quelques cas particuliers.
Supposons que T soit trés pelil, de sorte que ¢ etg tendent vers zéro ; nous

aurons 3 la limite :
(a’x) a cos 2t . (d’x’) 0
_—) =— — ¢ — ] =0.
a/, m T de/,

Ainsi donc, au point de vue de I'action de la force g, on peul considérer
les deux points m et m' comme complélement indépendants.

Supposons maintenant que T soit trés grand, de sorte que e elgsoiem
trés grands. ‘

Il viendra :

d'x a 2t 'z’ a L)
(F),=m°°sT; (-IIT)‘ m+m'm.sT.

La variation de phase disparait, comme dans le cas précédent, et I'on voit
que P'action de la force g s’exerce comme si les points m et m' élaient inva-
riablement reliés entre eux. '

On remarquera qu'il suffit, pour que cetle derniére circonstance ait lieu,
ou que ¢, ou que ;Esoil trés grand.

Entre les cas limites que nous venons d’examiner, on-pourra considérer
lamasse m comme entrainant une certaine masse m,, dont la grandeur dépend
de m, de m’, de T, de = et du coefficient a. En outre, il se produit une
- variation de phase dans I'action de la force.

" Nous pouvons maintenant aborder 'étude du cas général, en considérant,
dans les équations (26), h el « comme étant des fonctions du temps.

I’équation (27) ne change pas, pas plus que I'équation (28), ol «, et /i,
sont alors des fonctions de ¢. ‘

On peut encore décomposer &« — ' en deux parties : 'une (. — x'), satis-
fait & I'équation (29), et provient de I'action de la force ¢ el du froltement ;

. Tome LL 7



50 SUR L'INFLUENCE DU FROTTEMENT, erc.,

I'autre partie (x — '), est une solution particuliére de (28) provenant
seulement du terme additionnel.
En posant encore :

, ('1‘)' . Qn‘l+ sin 27
(.r—.'l)‘-— 2—* 1 COS T My T ’

ou %, el p, sont des fonctions de 1, on obtiendrail pour 3, et , des équations
analogues & celles que nous avons déja trailées dans les paragraphes précé-
dents; elles donneraient encore généralement :

a
A.=—;o Pt‘=0o

lorsque T est trés petit, et

A=u=0,

lorsque T est trés grand.
On peut ensuite considérer le cas ol & et a sont fonctions des coordonnées.
Enfin, élendant les considérations précédentes & un systéme de points,
nous pourrons encore dire :

Dans un systéme de points matériels qui sont sollicités par leurs actions
mutuelles et entre lesquels s’exercent des frottements, on peut considerer les
points comme indépendanis au point de vue de l'action des forces extérieures
periodiques a courte période ; on peut les considérer comme invariablement
reliés entre eux quant a Uaction des forces a longue période ; en ce qui con-
cerne Laction des forces a période intermédiaire, les points sont dans une
dépendance variable, et on peut les considérer comme entrainant certasnes

masses, dont la grandeur varie suivant les circonstances; il y a en outre

aussi, en général, une variation de phase dans l'action des forces.

Il y a quelques Testrictions a faire & cel énoncé, relalivement aux points
qui restent indépendants ou invariablement reliés entre eux. 1l suffit de se
rappeler ce que nous avons dit & cet égard, & la fin des deux -paragraphes
précédents.
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§ 4. — Application aux mouvements relatifs de I'écorce
et du noyau terrestres.

Imaginons maintenant un systéme de points matériels soumis a leurs
actions mutuelles et exercant en outre, dans leurs mouvements relatifs, des
actions de frottement les uns sur les autres. Des forces extérieures agissent
sur le systéme, el les équations du mouvement d’un point sont de la forme :

S’h —+2f+l-‘

m d'y
de

d*z 3 —z
md‘,=2h - +2[,+F,

—;slly +zﬂ,+F R

équations dans lesquelles les quantilés 4, f, F ont les siguifications que nous
leur avons attribuées précédemment. Nous aurons ensuite :

d'z d'z

T dt’ozm 3F.

dy _dy '
3m F—#E'“‘EF' :

dz d'z,

z aw =d—"2m=2F,

Xy Yo, 2o 6tant les coordonnées du centre de gravité.
Si nous appelons (£, », ¢) les coordonnées du point (z, y, z) par rapport
au centre de gravité, nous aurons :

T=x+6, Y=yYt+y, z2=2+1%;
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puis :

”‘(l_l’_
lly
m——-.S‘h +F, Y
d7 4
mos= Eh +2[;+ F»
en posanl :
m
=F,——— )F
Fg =F r.mz
F, =F, — — YF,

Supposons maintenant que les forces F,, F,, F, soient des forces de
" nature périodique, soil qu'elles soient données directement en fonction du
lemps, soit qu'élant données en fonction de la position des points, on puisse,
au moins dans une premiére approximation, les considérer comme des
fonctions périodiques de ¢, en vertu du mouvement général. Les équalions
que nous obtenons ainsi sont alors de méme forme que celles que nous avons
traitées jusqu'ici, de sorle qu'on peut appliquer au mouvement du systéme
autour du centre de gravité les résultals que nous avons obtenus précé-
demment.

Considérons, par exemple, le sphéroide terrestre. On peut se représenter
ce sphéroide comme formé d'une crotte solide mobile sur un noyau qui est,
soit fluide, soit solide, soit en partie fluide et en partie solide. On peut
d’abord admellre qu’entre ces diverses parties s'exercent des actions de frot-
tement, le noyau, quelle que soit sa nature frottant d’abord sur la croiite ;
ensuite, si le noyau est fluide, on peut supposer qu’il existe un frottement
intérieur di au plus ou moins de viscosilé de ce noyau. Enfin, il yaa
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considérer les actions mutuelles qui s’exercent entre le noyau et I'écorce
ou entre les divers points mémes du noyau, si I'on admet que celui-ci est
fluide.

Chaque point du systéme peut étre considéré comme animé d’un mouve-
ment qui difféere peu d’'un mouvement de rotation sensiblement uniforme
autour d’'un certain axe passant par le centre de gravilé, el, tout au moins
dans une premiére approximation, on peut supposer qu'en vertu de ce mou-

_vement sensiblement uniforme et des actions extérieures, chaque point est
soumis a des forces perturbatrices périodiques. En nous reportant alors & ce
que nous avons obtenu précédemment, nous pourrons dire :

Dans les mouvements a trés longue période, le sphéroide terrestre se mewt
sensiblement comme $i la croiute et le noyau élaient solidaires; dans les
mouvemenls a (rés courte période, au contraire, le noyau et la crotite
se meuvent indépendamment l'un de Uautre ; dans les mouvements d période
moyenne, on peul considcrer les deux parties comme S'entrainant partielle-
ment, et il y a, en outre, généralement une variation de phase dans laction
des forces. "

Il y a une remarque a faire au sujet de cel énoncé en ce qui concerne les
mouvements & période moyenne.

Si 'on ne tient compte que du frotlement, il résulte, en effet, de ce que
nous avons.vu précédemment, que l'on peut, généralement, considérer les
deux parties comme s’entrainant partiellement, la masse entrainée par la
croiite dans son mouvement étant une fraction déterminée de la masse du
noyau et vice versa (*). Si, au eontraire, on tient compte seulement des actions
mutuelles entre le noyau et I'écorce, il en est un peu différemment. Ces
actions mutuelles, si elles agissent seules, tendent, pour un déplacement relatif

- initial quelconque, 2 amener un balancement de P’écorce sur le noyau. Si, en
outre, des forces extérieures périodiques agissent sur I'éeorce, celle-ci peut étre
considérée comme entrainant une cerlaine masse qui, en réalité, dans la

(") Nous P’avons démontré pour le cas ol les coefficients de frottement sont constants.
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plupart des cas, dépend de la masse du noyau, mais qui n’en est pas toujours
une fraction déterminée. Si nous nous reportons & ce que nous avons dit
au § 2, nous savons que, suivant le rapport qui existe entre la période de la
force exlérieure et celle qui tend & résulter de I'action intérieure, la masse
additionnelle varie beaucoup ; elle peut étre tantét supérieure & celle du noyau,
tantét méme négalive, auquel cas, en vertu de I'action de la force intérieure,
le coefficient de I'action de la force extérieure parait renforcé. Néanmoins
pour les cas limites, ot T est trés grand ou trés pelit, I'énoncé précédent
reste strictement vrai. Quant au cas oi I'on tient comple a la fois du frotte-
ment et des actions intérieures, il résulte d'abord de ce que nous avons vu
que le frottement tend & faire disparaitre avee le lemps le mouvement de
balancement dd aux actions intérieures, tout en altérant sa période; en ce qui
concerne la masse entrainée, elle varie aussi beaucoup dans ce cas; mais,
dans les cas extrémes, I'énoncé précédent est encore vrai.

Signalons encore un cas qui peut se présenter.

Si nous prenons deux forces de méme période dans le mouvement
de I'écorce et du noyau, il peut se faire qu'en vertu de ces forces, ces
parties des sphéroides prennent des mouvements concordants (cest-a-dire
ne donnant lieu & aucun déplacement relatif des points), lorsqu'on les
considére comme indépendantes. Il est clair que, pour un tel groupe de
termes, on doit pouvoir considérer & volonté les deux parties, ou comme
réellement indépendantes, ou comme invariablement reliées entre elles,
quelle que soit la période. ‘

Pour le mieux faire voir, prenons simplement deux points et soit :

2t , , 2xt
F,==rmcos? et F,_-cmcosT-

Si I'on considérait les deux points comme indépendants, les termes pério-
diques, dans le mouvement paralléle 4 I'axe des x, seraient les mémes pour
les deux points. :

En vertu de quoi, on peut nécessairement, quand il peut se produire des
frottements ou quand il y a des actions mutuelles, considérer, quant & ces
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termes périodiques, les points comme indépendants ou comme invariablement
reliés entre eux.
Si I'on se reporte, en effet, a la formule (2), page 3, quant au frottement,

les deux termes correspondants donnent, puisqu’ici :

a=cmm e a=ocm':

dx’ dx

dt — dt

Pour les forces intérieures, il en est de méme, si nous nous reportons a la

formule de la page 33.
Du reste, ce résultat était & peu prés évident par lui-méme.

Le 5 janvier 1888.
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NOUVEAUX ELEMENTS

DE

L’ORBITE DE LA PLANETE (181) EUCHARIS.

L’année derniére j'ai eu I'honneur de présenter & I'Académie un mémoire
intitulé : Recherches sur lorbite de la planéte (181) Euchamis. Dans ce
mémoire j'ai en premier lieu fail connailre les perturbations exercées sur la
planéte Eucharis par Jupiter et Saturne. Pour le calcul de ces perturbations
je m’étais servi d’un systéme d’éléments (I) que voici :

ELEMENTS (I) D’EUCHARIS.
Osculation et époque : 1881 aoit 31.0, temps moyen de Berlin.

M = 264037 48”4
w = 310 51 39 .1
Q = 144 48 7.9 } Equinoxe moyen 1880 0

i = 1835 271.8
o = 1243 8.8
w = 6447.4903

Tai donné ensuite des éléments corrigés, savoir :

ELEMENTS (II) D’EUCHARIS.
Osculation et époque : 1881 aoit 31.0, temps moyen de Berlin.

M = 264038’ 31”4
w = 310 51 10.3
Q=14446 0.8 | Equinoxe moyen 1880.0
{ 18 35
12 4
644",

-8

{ +
.6

g

?
@
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A Paide de ces éléments (II) et des anciennes valeurs des perturbations,
des éphémérides ont éé6 déduites pour toutes les apparitions d’Eucharis
qu’on avait pu observer jusqu'en 1886. La comparaison de ces éphémérides
aux observations avait fourni 8 positions normales de la planéte et c'est &
leur aide que j'avais calculé les éléments finaux :

ELEMENTS (III) D’EUCHARIS.

Osculation et époque : 1881 aoit 31.0, temps moyen de Berlin.

M = 264038’ 31".06

w=305 7.8 ;

Q=144 46 3.2 | Equinoxe moyen 1880 0
i= 18 35 28.38

o= 1244 4.16

@ = 644”.50284

Partant de ces éléments (II1) j'ai repris plus tard P'étude du mouvement
d’Eucharis. Et d’abord les perturbations dues & I'action de Jupiter ont été
calculées de nouveau. En outre, j'ai eu égard aux perturbations causées par
Mars et négligées auparavant. Celles qu’a exercées Saturne ont pu étre
adoptées d'aprés les recherches antérieures. Je donnerai plus tard les pertur-
bations totales des coordonnées polaires de la planéte Eucharis. En comparant
ces valeurs avec celles données dans les Recherches, on remarquera que les
nouveaux résullats s'écartent en parlie d'une maniére assez sensible des
anciens—ce qui tient surtout aux perturbations exercées par Mars. Voici les
quantités & ajouter aux anciennes valeurs pour avoir les nouvelles (I'unité des
dv el dz est la septiéme décimale) :

DATES. d(AM) d(Aw) dv dz

1878 février. . . . . 11.3 -2".27 +0748 - 20 -1
— mars. . . ... 29.% - 2.13 + 0.16 -2 0

1879 juin. . . . . . 1.3 -1.02 +0.17 -19 +3
1880 juin. . . . . . 12.5 -023 +0.02 -1 +2
1881 septembre. . . 17.3 0.00 0.00 0 g
1883 janvier. . . . . 5.3 +0.23 -0.28 - 11 -2
1885 juillet . . . . . 3.8 +338 -0.60 -u -1
1886 juin. . . . . . 27.% +4.01 -0.74 -3 -3
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Ces corrections sont assez considérables pour imposer une nouvelle déter-
mination de I'orbite d’Eucharis. Ce qui m’a engagé encore davantage d’entre-
prendre ce travail c’est qu’aujourd’hui je dispose d’observations & la fois plus
nombreuses et plus exactes quauparavant. Dans mes Recherches j'avais basé
la position normale d’Eucharis correspondant & I'apparilion en 1884 sur
quatre observations faites & Palerme au moyen d'un micrométre circulaire.
Plus tard mon atlention a élé appelée & quatre autres observations faites lors
de cette apparilion & Berlin et & Leipzig. Ces observations, failes au moyen
de micromélres filaires et émanant d’astronomes dont on connait la haute
exactitude dans les mesures, ont permis de remplacer I'ancienne position
normale pour 1881 par une nouvelle beaucoup plus exacte que la premiére
et assez différente d’elle. Les autres positions normales ont subi des change-
ments plus ou moins importants par I'emploi d’un nombre trés considérable
de nouvelles positions des éloiles de comparaison. Enfin, en me servant de
toutes les observations d’Eucharis faites en 1886 et encore de celles failes
en 1887, j'ai pu former des positions normales pour deux nouveaux termes :
le nombre des équations de condition s’est donc aceru de quatre et s'éléve
actuellement & vingl. — En résumé, dans le travail présent, les bases pour
le calcul de P'orbite d’Eucharis sont beaucoup plus solidement établies qu’elles
ne P’étaient dans mes Recherches. .

Avant de faire connaitre plus exactement ces bases ainsi que le systéme
d’éléments fondés sur elles, j'adresse mes remerciements bien sincéres aux
astronomes qui, en observant de nouveau soit la planéte Eucharis, soit les
étoiles de comparaison, ont pris une large part dans le succés de mon entre-
prise : de déterminer aussi exactement que possible I'orbite d’Eucharis. Ces
astronomes sont : Mwe Lamb-Updegraff, MM. Charlois, Herz, Kiistner,
Knorre, J. Palisa, Peter, Pomerantzeff, Romberg et Schnauder. Je suis en
outre trés obligé & MM. Bossert et Rayet d’avoir bien voulu me donner
connaissance de quelques observations d’étoiles de comparaison qui ne sont
pas encore publiées.




PERTURBATIONS D'EUCHARIS DUES AUX ACTIONS REUNIES
DE JUPITER, SATURNE ET MARS.

- NOUVEAUX ELEMENTS DE L'ORBITE

Pour la signification des AM, Aw, v et 2, voir : OppoLzER, Lehrbuch zur
Bahnbestimmung der Cometen und Planeien, 11 Band, pp. 139-162. Les
AM et Aw ont é1€ calculées jusqu’a un milliéme de seconde, les v el z jusqu’a
la neuviéme décimale, I'unité des v et z qui suivent est la septiéme décimale.
— Les masses de Jupiter et de Saturne ont éié adoptées d’aprés les recherches
de Bessel, celle de Mars d’aprés M. Hall.

DATES. AM. Aw. v. z.

1877 décembre 30 . +0° 26”57 - 4 3319 + 12439 - 37
1878 février 8. -0 31.70 -4 6.43 + 10243 - U3
‘ mars 20 . -1 18.94 -3 41.48 + 8156 - 1009
avril 29 . -1 3%8.08 -3 18.39 + 6303 - 1261

juin 8. -2 2422 -2 %7.20 + 4664 - 1467
juillet 18 -2 4447 -2 37.83 + 3229 - 1627
aont 27 . -2 357.84 -2 20.26 + 1991 - 1742
octobre 6 . -3 5.3 -2 4.30 + 936 - 1816
novembre 13 . -3 7.79 -1 49.84 + 52 - 1831
1878 décembre 23 . -3 6.4 -1 36.77 - 618 - 1852
1879 février 3. -3  1.03 -1 2496 - 12069 - 1821
mars 15. -2 33.24 -1 44.30 - 1733 - 1764
avril 24 . -2 43.33 -1 4.68 - 2083 - 1683
juin 3 . -2 31.90 -0 56.02 - 9337 - 4587
juillet 13. -2 19.39 -0 4823 - 2502 - 1474
aonit 22 . -2  6.23 -0 41.%4 - 2590 - 13%1
octobre 4 . -4 32,79 -0 34.99 - 2611 - 1220
novembre 10 . -1 30.39 -0 29.44 - W4 - 1086
1879 décembre 20 . -1 26.32 -0 24.45 - 2488 - 951
1880 janvier 29 . -1 13.80 -0 20.07 - 2362 - 819
mars 9 . -1 2.0 -0 16.23 - 2203 - 691
avril 18 . -0 B31.12 -0 12.88 - 2018 - 370

mai 28 . -0 4.25 -0 10.00 - 1814 - 488
juillet 7 . -0 32.42 -0 7.33 - 1398 - 33
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DATES. AM. Aw. v 2.
aoit 16 . - 0 2U".T8 -0 3.5 - 1376 - 267
septembre 2% . . - 0 18.23 -0 3.8 - 1153 - 190
novembre 4. . . - 0 12.8% -0 2.% - 938 - 127
1880 décembre 14 . - 0 8.3 -0 1.49 - 730 - 77
1881 janvier23 . - 0 3.3 -0 0.77 - 340 - 40
mars 4 . . - 0 2906 -0 0.3 - 312 - {6
avril 43 . . -0 1.4 -0 0.03 11 - 2
mai 23 . -0 0.5 +0 0.07 - 120 v+ 3
juillet2 . . . -0 0.4 +0 0.08 - M4 + 3
aoit 11 . . - 0 0.00 +0 0.04 - L] + 1
septembre 20 . + 0 0.00 +0 0.02 - 5 + |
octobre 30 . . + 0 0.4 +0 0.18 - M + 10
1881 décembre 9. ° + 0 0.32 +0 0.6 - {48 + 34
1882 janvier18 . + 0 1.38 +0 1.60 - 23 + 82
février 27 . + 0 2.84 +0 3.% - 343 + 164
avril 8 + 0 4.93 +0 3.8 - 469 + 202
mai 18 . + 0 17.683 +0 9.73 - 366 + 478
juin 27 . . . + 0 10.67 +0 13.22 - 399 + 738
ao(t 6 .. + 0 13.62 +0 22.68 - 548 + 1086
septembre 15 . . + 0 13.72 +0 32.36 - 261 + 1340
octobre 23 . . . + 0 13.89 +0 44.39 + U2 + M43
1882 décembre 4. . e + 0 12.67 +0 58.33 + 1061 + 2812
1883 janvier 13 . . + 0 4.32 +1 14.22 + 2U3 + 3632
février 22 . - 0 11.08 +1 30,43 + 3791 + 4351
avril3 . . - 0 33.30 +1 46.04 + 3636 + 5827
maii3 . . . -1 9.72 +2 0.08- + T34 + 6503
juin 22 | . - 1 35,09 +2 11.94 + 9891 + 7427
aodt 1 - 2 51.47 +2 2.5 + 11993 + 8239
septembre 10 . - 3 58.28 +2 28.83 + 13024 + 8903
octobre 20 . e - 5 143 +2 34.38 + 13399 + 9393
1883 novembre 29 . . - 6 38.19 +2 38.79 + 16963 + 9703
1884 janvier8. . . - 8 8.2 +2 41.99 + 17989 + 9828
février 17 . .. - 9 42.60 +2 44.47 + 18670 + 9768
mars 28 . - 11 19.61 +2 46.51 + 19013 + 95343
mai 7. - 12 ¥7.3% +2 48.31 + 19034 + 9162
juin 16 . Ut - 14 34.83 +2 350.02 + 18739 + 8844
juillet 26, -16 9.99 +2 31.76 + 18212 + 7996
septembre 4 -17 #4.1 +2 33.63 + 17422 + 743
octobre 14 . -19 8.8 +2 4%.69 + 16417 + 6388
novembre 23 . -20 30 27 +2 47.98 + 15228 + 5478
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DATES. AM. Aw. v. 3.
188% janvier2. . . . . . . . - 21’ 45”18 +3 0738 + 13873 + 4490
février44 . . . . . . . - 22 %2.80 +3 3.4 + 12386 + 3483
mars23. . . . . . . . - 23 352.48 +3 6.68 + 10794 + 238%
maig . . . . . . .. - 24 43.74 +3 10.23 + 9109 + 1294
juindt . . ..o L - 28 26.18 +3 1418 + 7366 + 187
juillet2r. . . . . . . . - 25 39.34 +3 18,33 + 3381 - 97
aolt30 . . . . . . . . - 26 23.66 +3 23.29 + 3777 - 2009
octobre® . . . . . . . - 26 38.48 +3 28.49 + 1978 - 3079
novembre 18 . . . . . . - 26 44.06 +3 34.14 + 198 - 418
décembre 28 . . . . . . - 26 40.%6 +3 40.27 - 1343 - 35108
1886 février6. . . . . . . . - 26 28.2% +3 46.91 - 3218 - 6044
marsi8. . . . . . . . -2 7.% +3 354,08 - 481t - 6916
aviil27 . - . . . . . . - 28 38 77 +4 1.8 - 6301 - T4
juné. . . . . ... -2 2.67 + 4 10.16 - 7667 - 8438
juilletd6, . . . . . . .| -24 19.87 +4 1944 - 8887 - 9046
aolt2y . . . . . . . . -23 31.19 +4 28.82 - 9939 - 9360
octobre4 . . . . . . . - 322 37.%% +4 30.28 - 10800 - 9960
novembreid . . . . . . - 21 40.01 +4 30.47 - 11446 - 10238
décembre23 . . . . . .| -20 39.73 +8 2,57 - 14852 - 10376
4887 févriert. . . . . . . . - 19 38.03 +3 13.61 - 11994 - 10374
marsi3. = . . . . . . - 18 38.38 +35 20.69 - 11838 - 10224
avril22 . . . . . . . . - 17 36.29 + 8 44.88 - 113638 - 9908
juni. . . . . . .. .| -16 39.3 +6 1.29 - 10344 - 9420
juillet44. . . . . . . . - 18 48.04 +6 19.02 - 9348 - 8778
aont2 . . . . . . . . -15 3.1 +6 38.18 - 788 - 7954
septembre29 . . . . . . - 14 28.69 +6 Y8.86 - 5744 - 6058
novembre8, . . . . . . - 14 847 +7 2A.48 - 3301 - 3701
décembre 18 . . . . . . - 13 53.38 + 7 4%.10 - 426 - 4470

POSITIONS DES ETOILES DE COMPARAISON.
OBSERVATIONS D'EUCHARIS ET COMPARAISON DE CES OBSERVATIONS AUX EPHEMERIDES.

Dans mon premier travail sur I'orbite d’Eucharis je m’étais servi de toutes
les positions connues des éloiles de comparaison. Aujourd’hui, aprés avoir
recu un grand nombre de positions nouvelles, j'ai presque exclusivement fait
usage des observations plus modernes. Les observations de Lamont ont été
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négligées, leur relation au- systéme du AGC ! ne pouvant étre déterminée
d’'une maniére suffisante. J'ai encore négligé les positions déterminées par
Argelander, sauf une seule, ces positions se rapportant & de faibles éloiles
observées beaucoup plus exactement dans les derniers temps.

* Les positions des étoiles de comparaison qui suivent sont déja réduites au
systéme du AGC; les corrections & ajouter & cette fin aux posilions prises
des catalogues se trouvent indiquées dans mes Recherches sur {orbite
d’Eucharis. -Les observations nouvelles sonl basées en grande majorité sur
le AGC; les quelques exceptions seront citées plus tard.

Aussi dans le travail présent, pour déduire les posilions probables des
étoiles de comparaison, j'ai donné aux diverses positions d’une méme étoile
des poids plus ou moins arbitraires, me réservant de les évaluer plus
rigoureusement & I'avenir. Aujourd’hui pour bon nombre d’autorités il nous
manque encore des dates indispensables pour ce genre de recherches. Voici
les abréviations dont je me servirai pour désigner les diverses autorités :

(NTYC) et (9YC) = New 7 Year et 9 Year Catalogue; (BBVI) = Bonner
Beobachtungen, VI. Band; (Y)= Yarnall, II édition; (Schj) = Schjellerup ;
(Gotr.) = Catalogue de Borgen et Copeland; (Gl.) = Glasgow Catalogue ;
(Br.) = Catalogue général des étoiles observées a 'Observatoire de Bruxelles,
de 4857 & 1878; (P)= Observations faites & I'Observatoire de Paris;
(Z—) = Observations de zones faites & Berlin (ZB.), Leipzig (ZL.) et &
Nicolajew (ZN.); (Kr.) = Kiistner; (Pr.) = Peter; (M.) = Bauschinger;
(Bi.)=Bigourdan ; (Bord.) =Rayet ; (Lb.)= Lamb-Updegraff; (H.)= Herz;
(R.) = Romberg; (S.) = Schnauder; (Cord.)= Gould, Argentine General
Catalogue ; (AN) = Astronomische Nachrichten; (T.) =Pomerantzeff. )

Les observations de la planéte Eucharis ont été comparées aux éphémé-
rides calculées ou & l'aide des éléments (II) et en tenant comple des perturba-
tions exercées par Jupiter et Saturne, ou A I'aide des éléments (III) et en
tenant compte des perturbations exercées par Jupiler, Saturne et Mars.
Suivant que le premier ou le second cas a eu lieu, je dirai que les observa-

1 AGC signifie le « Fundamental-Catalog fiir die Zonenbeobachtungen der Astronomi-
schen Gesellschaft (deux parties). »

Tome LI. 2
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tions ont é1é comparées aux éléments (II) respectivement aux éléments (1I1).
Quant aux poids attribués aux diverses différences: observation-calcul, je
renvoie aux remarques faites & ce sujet dans mes Recherches. Du reste, je
ferai sur ces poids les mémes réserves que sur ceux altribués aux positions

des étoiles de comparaison, intimement liés les uns aux autres.

OBSERVATIONS D'EUCHARIS FAITES EN 4878.

Temps moyen de Berlin — Ne

Temps de I'aberration. Observatoire. | dePésile. | a (181) obs. ¢ (181) obs.
féevrier. . . . . . . 3.3873 | Berlin. . . 2 100 1m 4747 | +110 20° 4974
3.811% | (Clinton. . . 19 10 1 38.2% |+41 25 31.7

» . . « .« . . 4384 | Pola . . . 17 10 1 1633 |+11 30 4.3
» . « . . . . 5.6522 | Clinton . . 18 10 0 23.37 | +11 45 235.2
» . . . . . . 7.4820 | Strasbourg. . 15 9 59 6.74 |+12 7 20.6
» . 78882 | Leipzig. . . 20 9 59 3.49 [+12 8 13.4
» . .« . .« . . 77408 | (Clinton. . . 13 9 58 55.88 |+13 10 28.6
» « + . + . 118637 | Berlin. . . 13 9 36 11.37 | +12 38 40.2
» e . . . . . 12,3081 Pola . . . M. 9 3% 30.72 |+13 8 2.3
» o . . . . 12574 | Leipzig. . . 16 9 5% 27.87 |+13 8 51.0
P+« W+ « « « 1477 | Clinton. . . 14 9 33 53.70 | +13 34 48.2
» . 18.3604 | Leipzig. . . 10 9 31 5.4 |+14 18 84
» .« . . . . 19,3993 » » | -9 350 31.35 | +14 30 13.9
» . « +» . . .19.57835 | Clnton. . . 9 9% 23.74 | +14 32 18.0¢
» . . . . . .20.3763 | Bik. . . . 7 9 49 30.04 | +14 4 37,42
» . . . . . .20.4639 | Leipzig. . . 12 9 49 46.13 | +14 42 37.6
mars . . . . . . 3.4438 | Leipzig. . . 5 9 42 34.70 | +16 42 37.3
» T X > 181 Marseille . . (] 9 42 1.09 | +16 %2 22.1
» . . . . . . B.4390 » » 9 41 20.77 |+17 2 21.2
» . . . . . .19.3623 | Berin. . . Tl 9 33 49.38 | +18 38 22.0
P . . . . . ..19.4623 | Leipzig. . . » 9 3% 47.78 | +18 39 4.8
D . e e . . . 22,3014 Berlin . 2 9 35 12.26 { +19 17 37.0°
awil . . . . . . 7.4888 » .3 9 35 3641 |+20 30 59.2
e e+ . . . 21.398% » 4 9 40 35.12 | +20 33 38.8

e e e e . . 22,3948 » » 9 41 27.37 | +20 34 1.2
. . . 294132 | Leipzig. 8 9 43 47.49 | +20 32 129%

mi . . . . . . 6.43% | Berlin. . . 1 9 51 0.02 |+20 43 26.4
» e e s o . o 1.4088 » » 9 51 47.00 +20 4 H.3

t L'étoile de comparaison n'a été observée qu'une seule fois. — * Observation faite au moyen d’'un micrométre circulaire.

— 8 Air mauvais,
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POSITIONS DES ETOILES DE COMPARAISON.
No Nombre .
& Pétaile, Autorités. a (1878.0). 8 (1878.0). Epoques. desobsernations.| Poids.
Kr. oh 33m 88153 | + 180 56’ 40”.8 “86.3 2 1
Pr. . 88,61 40.9 86.9 3 1
S. 38.61 4.6 87.2 4 {
i 9 33 %8.58 |+18 38 41.4
2 Kr. 9 35 33.48 | +19 19 42.9 85.3 1
3 Kr. 9 3% 45.10 | +20 31 20.7 87.2 2
4 Kr. 9 38 47.66 |+ 20 32 3.8 87.2 2
Pr. 9 43 6.74 |+18 40 48.0 86 9 '3 1
. "6.72 49.1 87.2 4 1
3 9 42 6.73 |+16 40 48.6
6 1B. 9 43 50.43 |+ 18 52 343 0.3 2
Y. 9 44 12.99 |+ 14 4 19.7 64.3 67.3 8.3 2.4
L. 13.03 20,0 69 6 ?. .1
7 9 44 13.00 |+ 14 41 19.9
Pr. 9 48 2413 | +20 30 0.3 87.2 2 2
S. 24.09 21,2 87.2 4 3
. 1.4 86.4 1
8 9 48 2.4 | +20 30 20.8
9 Schj. 9 49 %0.97 |+ 14 38 36.4 62.2 1
AN. 9 30 0.7 |+ 14 24 535.4 62.3 1 1
L. 0.76 ¥1.8 69.6 2 2
Pr. 0.93 51.8 .87.2 2 2
S. 0.94 50.3 87.2 4 3
10 9 5 0.87 |+14 24 3.4

* Rapportée au n° 14,

. e A
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No . Nombre
do Pétoile. Autorités. a (1878.0). '8 (1878.0). Epoques. des observations,| Poids.

P. oh B0m 56596 | + 200 4% 5”4 | 743 78.3 4.3 1
B. 56.03 4.9 80.8 2 1

1 9 50 36.95 |+20 45 5.0
Pr. 9 31 3548 |+14 39 133 86.9 3 1
S. 35.14 16.8 87.2 4 1

12 9 %1 3%.44 |+14 39 16.1
Br. 9 31 30.64 [+13 1 33.8| 60.3 64.3 5.4 1
N7YC. 39.55 33.8 2
Y. 39.61 32.8 61.2 %6.2 9.8 2.1
P. 39.53 34.0 | 64.6 63.5 5.8 2
L. 39.62 340 69.2 2 1
9YC. 39.57 33.4 | 69.9 69.4 8 3
Gl 39.60 33.6 | 74.4 73.7 5.4 1
AN. 39.54 ‘ 33.7 86.4 3 1

13 9 51 30.38 [+13 1 33.6

Cette étoile a été aussi observée par Schj.

14 Kr. 9 33 34.95 | +13 34 33.8 87.2 2
Br. 9 37 36.46 | +12 13 4.2 | 685 71.5 4.3 1
P. 36.38 3.9 66.9 64.3 32 1
L. 36.33 3.0 69.2 2 1
Gl. 36 42 2.8 71.0 4 1

15 9 57 36.40 | +12 13 3.3
BBVI. 9 38 58533 | +13 7 B31.% 62.2 1 1
AN. 55.94 50.8 62.3 1 1
Y. 55.84 52.0 | 62.7 63.3 2 1
L. 55,858 53.6 '69.2. 2 2

18 9 38 33.81 | +13 7 32.3
L. 9 89 6.48 | +11 20 28.0 68.7 2 1
Gl 6.23 28.3 | 74.2 76.7 38 1.2
Pr. 6.44 27.4 87.2 2 1
S. 6.43 27.3 87.2 4 )

17 9 %0 6.41 |+11 39 277
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No . Nombre
da Vétaile, Autorités. a(1878.0). 3(1878.0). Epoques. |des obsarvations.
ZL. 106 Om 13422 | + t1o 46' 16”5 68.7 2 {
Pr. 13.24 17.2 87.2 2 1
S. 13.21 16.8 87.2 4.3 2
18 10 0 13.21 |+141 46 16.8
19 L. 10 1 20.03 |+ 11 2% 50.4 68.2 2
20 Kr. 10 1 4290 |+42 ¥ 33.9 87.3 2
IL. 10 2 48.37 | +11 18 31.0 68 3 ) {
Gl. 48.30 30.4 | 78.2 78.7 2.4 1.2
Pr. 48.46 49.9 87.2 2 1
S. 48.48 0.7 87.2 4 ?
24 10 2 48.49 | +11 16 30.4

~

Les observations d’Eucharis faites en 1878 ont été comparées aux
éléments (I1). En réunissant dans une moyenne les différences : observation-
calcul, qui se rapportent & une méme éloile de comparaison, j'ai trouvé :

_ Observ.-cale. Nombre
DATRS. Az cos 8 Ad Ewile. des différ. Poids.
1878 février. . . . . 3.8 + 05,03 -1".0 21 1 1.0
» 3.8 + 0.09 +1.3 19 i 0.7%
» . 4.4 +0.22 + 0.8 17 1 1.0
» 8.7 +0.02 + 0.1 18 1 1.0
» 7.6 - 0.04 -1.3 13 2 1.3
» . 7.6 -0.12 -1.8 20 i 1.0
» . 11.6 -0.43 - =-0.7 13 1 10
» 12.8 + 0.04 - 0.7 M i 1.8
» . 126 | +0u -1.0 16 1 1.0
» [ ¥ N4 - 0.26 -0.9 14 1 0.73
» 18.9 -0.18 -06 10 2 1.8
» 19.6 -0.20 -1.3 9 1 0.3
» 20.4 +0.27 -1.0 7 | 0.78
» 20.58 +0.24 - 1.8 12 1 1.0
mars . . 3.4 - 0.08 +0.2 ) 1 1.0
» ... 49 -0.9 -0.3 [} 2 1.0
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Observ.-cale. . Nombre .
DATES. Axcosd I AS Etoile. des différ. Poids.

4878 mars. . . . . . 19 4 - 0548 -2 1 1 1.8
S 22.3 - 0.18 -1.8 2 1 0.73

avril. . . . . . 7.3 + 0.02 - 0.7 3 i 1.0

b I 21.9 - 0.10 -1.8 4 ? 1.3
» e 29.4 +0.08 [- 5.9] 8 1 1.50

mai. ..... 6.9 +0.03 -3.6 11 2 1.8

De I'ensemble des observations faites au mois de février !, il résuite pour
1878 février 1.5 : Ax cos 8 = + 00,014, A8 = — 0.75; poids 14.25.
Les autres observations donnent pour

1878 mars 31.5 : Ax ¢os § = — 05.075, AS = — 1”.42; poids 8.75.

Voici ‘maintenant la comparaison des observations méridiennes - faites
en 1878 & I'Observatoire de Washington (Voir: Washinglon observations
1878, p. 145) aux éléments (1I):

Observ.-calc. Observ.-calec.
DATES. Ax cos & AS DATES. Ax cos § A
Février. . . . . 48 | +0s40 | -0"3 Mars . . . .. . 13,7 + 0844 -2'2
| 28.7 +0.22 - 0.4 N o e e e 20 6 + 0.20 + 0.4
- Mars . ... .. 1.7 | 0.4 | -3.2 P o 25.6 | -0.08 | -4.0
P e e 47 +0.29 -1.5 R 25.6 +0.%4 +3.2
| 8.7 + 0.18 -3.3 Avril. . . ... 2.6 +0.23 -10.%
M 6o a0 s 9.7 + 0.06 -3.1 T 3.0 -0.11 -84

Avant de comparer ces observations & I'éphéméride, elles ont été réduites
au systéme du AGC. A cette fin les quantilés suivantes ont été ajoutées aux
positions de la planéte prises des Annales de I'Observatoire de Washington .
Az = — 0°.01, A3=+ 0''.2. Mais en comparant les corrections de I'éphémé-

' T Observations faites 3 I’Observatoire de Marseille ont été rejetées. (Voir Recherches,
pp- 30-32.)
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ride résultant de ces observations avec celles données plus haut, on remar-
quera que I'accord entre elles est loin d’étre satisfaisant.

Il parait que les corrections & apporter aux posilions observées 3 Was-
hington, tout en gardant les signes ci-devant indiqués, doivent étre considé-
rablement augmentées. La moyenne des différences : observalion-calcul
résultant des observation failes & Washington est

1878 mars 12.6 : Az c0s 8 = -+ 0512, Ad = — 2".3,

Pour juger a quoi tient la grande différence entre cette correction et celles
indiquées plus haut, il sera nécessaire de discuter aussi les autres observa-
lions de planétes faites & Washington & peu prés en méme lemps que celles
d’Eucharis. Pour le moment je négligerai ces derniéres observations. Nous
avons donc : Co

1878 février 11.5 : Aa = +- 0".22; A = — 0".78
» mars 31.%:Aa= —1"90; AS = — 17.42.

D’aprés les éléments (II) les positions d’Eucharis correspondant a ces dates
sont (Equinoxe moyen 1880.0):

1878 février 11.5: a =140 4’ 537.02 § =+ 12 33’ 24”.60
» mars 29.3:a=143 39 39.75 =19 36 32.31

En ajoutant 4 ces positions les corrections données ci-dessus, il résulte les
positions normales (Equinoxe moyen 1880.0) :

4878février11.85 :a = 1490 4’ 53724 § = 120 By 23.85
» mars 20.3:a =143 39 38.33 8 =419 36 30.89

OBSERVATIONS D’EUCHARIS FAITES EN 4879,

Temps moyen de Berlin — . o Ne ! ’
'l‘emps de l'aben;ation. | Observatoire. de l'étoile. a(l 81.) obs. s (181) obs.
Mai. ......... 24,5449 | Berlin. . . . . . 3 15h 23m 34585 | + 7° 43’ 123
Juin. . . ... ... 9.4832 | Leipzig. . . . . 22 15 13 36.06 | +7 29 53.8
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POSITIONS DES ETOILES DE COMPARAISON.

Ne . . Nombre .
de Léwoile,|  Autorité. « (1879 ) 3(1879.0) Epoques. i oberations.| POIdS-
P. 150 13m 3634 | + 70 25° 30”7 73.8 3 2
LL. 3.27 50.4 8.5 2 1
R. 5.20 50.0 87.4 5.3 1
Lb. 5.33 50.0 87.4 -8 2
22 15 13 530 [ +7 25 30.3
AN, 15 22 49.04 | +7 44 32.4 80 4 3 2
R. 49.88 33 1 87.4 2 1.2
Lb. 50.00 543 87.4 2.3 2
23 15 22 49.95 [ +7 44 333

Les observations d’Eucharis faites en 1879 ont élé comparées aux élé-
ments (I1). On trouve :

. Observ.-calcul.
DATES. Aa cos l Aa Etoile.
1879 mai, . . ... .. ... 2.5 + 05,07 -84 3
»ojun ... 9.8 +0.13 -1.8 22
el la moyenne
1879 juin 1.5 Aa = + 151, AS = — 3”40

D’aprés les éléments (I1) la position d’Eucharis correspondant a cette
date est (Equinoxe moyen 1880.0) :

1879 juin 1.5 a = 22933 53”.40 & = +- 7042’ 12".93

En ajoutant & cette position les corrections données ci-dessus, on trouve la
position normale :

1879 juin 1 .5« =229 33’ 56”91 §=-70 42’ 9”.85 (Equinoxe moyen 1880.0).
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OBSERVATIONS D'EUCHARIS FAITES EN 1880.

Temps moyen de Berlin —

No °
Temps de I'aberration. Observatoire. , de Léwile.| & (181) obs. | 8 (181) obs.
Juin. e e e e e 10.5180 Berlin . . ... 24 19b @m 320,38 - 40 36’ 43”6
T .. 14.5223 D Y » 19 4 3.29 -5 0 2.9

POSITION DE L'ETOILE DE COMPARAISON.

No I ) . Nombre
de Fétoile. l - Autorite. | «(1880.0) 8 (1880.0) Epoque. desobservations,
u | Kr l 19 4m 3033 l - 40 36 28”2 I 85.7 ] 2

Les observations d’Eucharis faites en 1880 ont été comparées aux élé-
ments (II). 1l résulte de ces observations

Observ.-cale. Etod

DATES. Ax ¢0s 8 Ad toile.
1880 juin. . . .. ... ... 10.5 - 0%.04 - 05 24
. e e .. 14,8 - 0.26 +2.6 »

D’aprés les éléments (11) on a pour (Equinoxe moyen 1880.0) :

1880 juin 12,3 « = 2860 19’ 24'". 97 &§ = — 4o 38’ 2210,
En ajoutant & cette posilion la moyenne des corrections données ci-dessus,
savoir :

Ax=—2"26, AS=+1".05

on trouve la position normale, rapportée 4 I'équinoxe moyen 1880.0:.

1880 juin 12.5 « = 286019’ 22”714 & = — 4o 88’ 24”03,
Tome LI. 3
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OBSERVATIONS D’EUCHARIS FAITES EN 4881,

Temps moyen de Berlin — Ne
Temps de I'aberration. Observatoire. de Iétoile,| @ (184)obs. 8 (181) obs.
Aolit. . . . . . .. .. 20.4614 | Leipzig. . . . . 28 - 140 26" 244
2 31.4661 Berlin . ... 27 2% 34m 36597 | - 14 43 26.6
Septembre. . . . . . . 23.3913 N e 26 22 19 38.92 | -17 34 23.8
» e e . . 24.3332 N 25 22 19 8.8 | -17 40 4.3

POSITIONS DES ETOILES DE COMPARAISON.

Ne i Nombre .
de létoile,|  Autorité « (1881.0) 8(1881.0) Epoque.  |iyobmrmtions| POIdS.

AN. 29b 18 2609 | - 170 40’ 87”3 83.9 1 1
H 26.11 50.4 87.8 3

2 22 18 26.10 | - 17 40 88.7
AN. 22 10 48.64 [ - 17 34 38.3 83.9 1
H. 48.48 38.0 87.8 2.3

26 22 19 48.48 | - 17 34 38.4
AN. 22 32 13.83 [-14 4 5.4 4 1
. 13 83 7.4 87.8 ] 1

27 22 33 13.83 [-14 4 6.4

28 S. 22 30 47.44 [-14 27 M 87.8 4

* L’étoile a é6t6 comparée au ne 28.

Les observations d’Eucharis faites en 1881 onl été comparées aux
éléments (111); il résulte de ces observations :

Observ.-cale.
DATES. Aa cos § l A Etoile.
81 agotit. . . ... ... .. 20.93 -3 : 28
» S 31.5 - 042 +07 27
» septembre . . . . ... . 3.4 - 0.03 -0.9 26
» » e 6 s v s e e 24.3 -0.09 -21 25
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En ajoutant la moyenne de ces corrections, savoir :
Aa=—1".35, Ad=—1"50

4 la position calculée pour 1881, septembre 17.5, & I'aide des éléments (I1I)
(Equinoxe moyen 1880.0):

1881 septembre 17,5 a = 3350 44’ 14”.11 & = — 16036’ 52".41,
on trouve la position normale rapportée & I'équinoxe moyen 1880.0 :
1881 septembre 17.5 a = 3330 44’ 12".86 & = — 16¢ 36’ 33".91

4 observalions faites & I’Observaloire de Palerme au moyen d’un micro-
métre circulaire ont été rejetées. (« Recherches », p. 35.)

OBSERVATIONS MERIDIENNES D’EUCHARIS FAITES EN 1883,

Temps moyen de Berlin — .
Temps de I'aberration. ’ Observatoire. « (181) obs. & (181) obs.
Janvier. . . ... ... .. 24443 | Paris. . . . .. 4b ¥7m 29499 l - 2 33 9”9
R 8.4236 —_ e e e e 4 54 28.82 I -1 39 36 6

En comparant ces observations aux éléments (11), on trouve :

Observ.-cale.
DATES. I Aa cosd I AS
1883 janvier. . . . . .. . .. 2.4 - 0s.04 + 1”4
e 8.4 -008 - + 3.2
La moyenne de ces corrections : Aa= — 0''.68, Ad= - 2''.3, ajoutée &

la position résultant des éléments (I1), 1883, janvier 5.5 : « = T73°55'47'".86,
d=—2°27'49".03 donne la position normale, rapportée & I'équinoxe
moyen 1880.0 :

1883 janvier 3.8 a = 73085/ 17”748 = — 2027’ 46".73
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OBSERVATIONS D'BUCHARIS FAITES EN {885.
Temps moyen de Berlin — ) Ne
Temps de I'aberration. Observatoire. 4, pgoile.| @ (181)0bs. 8 (181) obs.
Juin. ... ..... 19.4204 Nice 31 7% 3m @98 | + 0° {7 11”2
) T 20.42T4 D J . 17 4 ULB3)]+0 13 13.0
Juillet . . . . . ... 10.4743 b 30 16 %2 13.37 | -0 49 10.0
» « e s e s e e . 13.4396 I 20 16 30 208 | -1 11 39.7
POSITIONS DES ETOILES DE COMPARAISON.
Ne Nombre R
de I'étoile. Autorité. « (1885.0). 3(1883.0). Epoques. desobservations.| Poids.
Sehj. {6t 31m (5,40 - {0 3 38”.9 63.4 2 0,4
Gott. 0.29 39.3 67.9 2 0,1
IN. 0.38 38.0 83.8 2 i
R: - 0.38 39.0 87.4 3.2 1
S. 0.49 38.0 87.5 4 2
Lb. 0.43 37.4 87 8 5.3 ]
29 16 31 0.44 -1 3 38.2

Peut-étre existe-t-il un faible mouvement propre en ascension droite;
par ce molif, j'ai rejelé les observations anciennes. L’AR observée par Bessel
est (1822.9)a= 1651020 ; Lamont donne 0*.25.

Gott. 16b 52m .90 | - 0357 53.7 67.9 2 1
IN. 5.83 53.7 83.5 2 1
R. 5.73 53,1 87.4 3.2 i
s. 5.96 . 54.0 87.5 6 )
30 16 52 5.89 | - 0357 34.1 2
Schj. 17 2 5499 [+ 041 1.4 63.5 1 04
IN. 34.46 4.8 3.5 ) 1
R. 54.36 3.8 87.4 5 34
S. 54.87 3.7 87.% ] 2
Lb. 54.56 3.7 87.5 4.6 2
31 17 2 5483 |+ 014 3.7
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Les observations d’Eucharis faites en 1885 ont élé comparées aux
éléments (I1). En réunissant dans une moyenne les différences : observa-
tion-calcul, qui résultent des deux premiéres observations, on trouve :

Observ.-calc.
DATES. Ac cos 8. I A, Etoile. Poids.
1885 juin . . . . . . . 19.9 - 00138 -0"2 31 14
» juillet . . . . . . 103 - 0.1 -1.0 30 1
» D e e e . .. 184 +0.18 -1.8 29 i

D’aprés les éléments (II) la position d’Eucharis rapportée a I’équinoxe
moyen 1890.0 est pour

1885 juillet. . . 3.5 a=2540218".92 = — 0o22'6".48.

En ajoutant A cette position la moyenne des corrections données ci-dessus
Ax=—0".56, A3= —0"".89, on trouve la position normale rapportée &
I'équinoxe moyen 1890.0 :

1883 juillet. . . 3.3 a=2840%'18".36 § = — 0032"7"".37.

OBSERVATIONS D’EUCHARIS FAITES EN 4886.

Temps moyen de Berlin — . No
Temps de I'aberration. Observatoire. | 4 paoile.  (181) obs. & (181) obs.
Jun . . . . . . . 22,4876 | Nice . 42 20b 32m 43820 |- 70 B3’ 16".9
D e e e e . 2B4ATH » . 43 20 31 '34.16 |- 8 3 13.6
» .. . . . . . 28,8060 | Alger. 40 20 31 33.38|- 8 3 21.1
» . . . . . . . 26.4884 | Nice . 43 20 ¥4 8.64 |- 8 6 10.5
Do e e . .. . 27.4663 » . 4 20 30 43.16 (- 8 9 4.9
» . . . . . . . 28,4783 | Alger. 40 2 50 16.31 |- 8 12 12.1
» 4 4w e & .« . . 28,5369 | Paris. 40 20 30 14.22 |- 8 12 242
P e e e e e . . 29.8330 » . 39 20 49 43.69 |- 8 ¥ 38.9
Aot . . . . . . . 6.4562 » .. 38 20 24 47.74 |- 11 27 473
» . . « « « o« . 20.3972 | Berlin . 36 20 15 28,60 |- 12 33 31.2
» . . . ... . 23,4468 » . .. 37 20 12 36.76 |- 13 26 33.4
» v v v v o . . 28,481 | Nice. . . . 33 20 11 5.97 |- 13 44 22.2
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Temps moyen de Berlin — . No R
Temps de I'aberration. Observatoire. de I'étoile, a (181) obs. [ (I81) obs.
Aolit . . . 29,3786 | Nice . . 33 20k 10 38.09 |- 13 30 3.6
. 31.3990 | Vienne . 33 20 9 42.93|-14 1 353.2°
Sept. . 1.3340 » .. 32 20 9 19.40 |-14 7 17.4°
» L. .. 2.3209 » e e 34 20 8 54.68 |-14 12 ¥9.1°

* Observations faites au moyen d'un micrométre circulaire. — Le 3 seplembre l'observation a 616 troublée par une petite
étoile qui se trouvait dans le voisinage de la planéte.

POSITIONS DES ETOILES DE COMPARAISON.

No . Nombre .
do Pétaile. Autorités. «(1880.0). & (1886.0). Epoques. deobservations.| Poids.
AN. 200 6m 206 | - 140 7' 302 60.7 2 1
P. 24.91 5.7 67.2 63.0 2.3 1
Y. 23,00 $2.7| 71.9 66.2 8 ]
T. 23,08 33.6 86.7 3 2
S. 24,93 52.8 87.7 1 1
32 2 6 25.00 | -44 7 32.3
Y 20 6 87.72|-14 1 16.4] 60.3 36.4 3
T. 87.77 11.7 86.7 2 1
S. 87.70 14.9 87.7 ] ]
33 2 6 87.72|-14 1 14.3
Sehj. 2 7 47.33)-14 14 8.2 1 1
T. 7.4 10.2 86.7 3 2
S. 47.13 10.0 87.7 7 4
34 20 7 4746 -44 14 9.8
Sehj. 20 8 45.98)-13 43 43.3 1 |
P. 45.86 3.4 644 637 4.3 ]
Y. 45,68 42.0]| 688 61.2 2 1
Cord. 43.81 5.3 77.8 4 2
T. 48,88 43.6 86 7 3 2
S. 43.80 $3.3 87 17 ) 4
33 2 8 45.8|-13 43 43.3
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Nombre

Ne
de Pétoile, Autorités. a (1886.0). 3(1886.0). Epoques.  |deobsernations.| Poids.
36 a, Capricorni (Berliner astron. Jahrbuch).
37 Kr. 20h 43m 205,04 | - 130 26/ 14”0 86.7 2
Kr. 20 22 22,02 |-~ 11 27 34.4 86.7 2 1
T. 22.02 54.8 88.7 -] 1
38 ‘ 20 2 22,02 -11 27 34.6
M. 20 48 Y3.41 |- 8 14 3.3 i 1
Bi® 53,22 2.8 1
Kr. 53.21 2.6 88.7 2 2
T. 53.22 2.0 88.7 3 2
39 20 48 33,20 -8 14 2.5
Schj. 20 5 1.09|-8 9 2.5 1 1
* 1.23 4.9 88.7 2
T. 1.18 4.7 86.7 4.3 3
S. 1.23 5.0 87.7 . 5.9 43
0 20 350 1.19 ]| -8 9 4.7
P. 20 5 34.33|-8 9 6.2 63.2 1 ]
Schj. 34.30 6.1 1 1
T. 34.40 7.0 86.7 3
4 20 5 3437 -8 9 6.6
42 s 2 32 350.33| -7 54 2.0
Schj. 20 33 21.61]|-8 3 38.0 1 1
T. 24,38 6.1 86.7 4 3
S. 21.52 6.1 87.7 5.9 45
43 2 33 2.53|-8 4 08

t L'étoile a 6t6 comparée au n® 40. 2 L'étoile a é16 comparée au n® 44. 3 L'étoile a été comparée au n° 43.

Les observations d’Eucharis faites en 1886 ont été comparées aux
éléments (II). En réunissant dans une moyenne les différences : observa-
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tion-calcul, qui se rapportent & une méme étoile de comparaison, on trouve :

Observ.-calcul. Nombre
DATES. Az cos 3. Ad. - Etoile. des différ. | Poids.

1888 juin . 225 | =048 [+ 7.7) It 1 10

» T 25.5% + 0.013 + 0.8 43 2 14

» » .. e .. . 27.0 + 0,08 +0.6 40 3 2

» T 27.5% -01 +0.3 M i |

» » . 20.8 - 0.37 +1.4 39 1 1

» aoft. 6.3 - 0.07 - 0.8 38 i {

» » . 20.4 - 0.13 -2.2 36 i [l

» B T 2.4 -0.08 - 0.4 37 i i

e 28.9 | -0.005 | -o0.65 ] 2 14

» ». . 3.4 | - 0.0 - 0.1 33 1 4

» sept.. . . . . 1.3 + 0.18 - 0.6 32 1 %

» O» L. ... 2.3 +0.33 - 2.0 34 1 )

La moyenne des corrections résultant des observations faites au mois de
juin est Az = —1"".09, Ad = +-0'".78.
Les autres observations donnent Az = — 0''.88, Ad= — 0"'.90. D’aprés
les éléments (I1) les coordonnées d’Eucharis rapporiées a I'équinoxe moyen
1890.0 sont pour

1886 juin 27.3 « ==312043/297.87 $=— 8¢ §26".73,

» aolt 26.3 a=303 3 30.46 &==—13 32 20.76.

En ajoutant a la premiére position les corrections résultant des observa-

lions faites au mois de juin et & la seconde les corrections déduites des
observations faites aux mois d'aoit et de septembre, on trouve les positions
normales d’Eucharis, rapportées 4 I'équinoxe moyen 1890.0:

1888 juin 27.5 a =312043'28".38 S=— B0 8 23".93,

» aolt 26.3 a =303 3 49.38 &=—13 32 21.66.

Par suite de renseignements donnés par M. Trépied, deux observations
failes & I'Observaloire d’Alger au mois de seplembre ont di étre rejetées.
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OBSERVATIONS D'EUCHARIS FAITES EN 1887.

Temps moyen de Berlin — Numéro
Temps de 'aberration. Observatoires. de I'étoile. « (181) obs. 3 (181) obs.
Oct. . . . . . 24.453 | Berlin . . . . 47 1h 32m 31504 = 160 21’ 4472
Sy . 25,4805 noo. L. 46 1 9 46.23 - 16 42 38.2
» .. . . . 265162 | Vienne . . . . » 1 3.51 - 16 47 17.4
Nov. . . . . . 53860 | Nice. . . . . 45 1 3 10,73 -17 17 31.4
» L. o 93157 » oL . » 1 1 15.40 - 17 22 5.6
»ooLL e o 103397 n oL L. » | 0 47.9% -17 22 323
n L. .. . 113118 » oL L. 4 i 0 K41 -17 22 48.9

POSITIONS DES ETOILES DE COMPARAISON.

No o . Nombre .
de I'etoile. Autorités. 2 (1887.0). 3 (1887.0). Epoques.  [desobservations.| Poids.
Bord. t th 370 5788 | - 170 117 1072 83.3 2 2
S. 57.99 87 87.9 1 1
i 0 57 57.92 | -17 11 9.7
Bord. ! 1 0 3.08 | -17 12 240|828 t 1
S, 1.98 5.6 87.9 2.4 a1
& 10 5.1 | -17 12 2.2
i6 s, 1 8 5821 [-16 45 46.7 87.9 1.3
Br. 2 114 24355 | -16 24 16.2 | 706 67.9 3.2 1
Cord. 24.40 16.4 77.4 3 2
47 114 24,38 | -16 24 16.3

t M. Rayeta hien voulu me faire connaitre les étoiles fondamentales, dont il s’cst servi pour déterminer les positions des
deux éloiles, Afin que ces dernitres se rapportent au systéme du AGCII je les ai corrigées de A% = +00.0%, A = —0"5
2 La moyenue des différences AGCII — Br pour les sept étoiles communes 4 ces deux catalogues entre Oh et 3h est
A% =+-0206. A3 = — 0".8; ces quantités ont é1é ajoutdes aux positions prises du nouveau catalogue de Bruxelles.

Les observations d’Eucharis failes en 1887 ont élé comparées aux élé-
Tome LI 4
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ments (I11). En réunissant dans unc moyenne les différences : observation-
calcul, qui se rapportent & une méme éloile, on trouve :

Ohsery.-calcul. . Nombre .
DATES. Azcosd. | Al Etoile. des différ. Poids.
1888 oct. . . . . . 2.5 = 00,59 - 276 17 i 1
w o » . . . . . 2.0 - 0.39 - 4.4 40 2 14
» mov.. . . . . 83 - 0,42 -3.9 45 3 2
» » ... . 1S - 0,57 - 3.7 i4 1 i

D’aprés les ¢léments (111) la position d’Eucharis rapportée & I'équinoxe
moyen 1890.0 est pour

1887 nov. 2.5 2=100 1318”17 S=— 17010’ 32".49.

En ajoutant a celte position la moyenne des corrections donndées ci-dessus
Ag=—T".38, A3=—3".76, on aura la posilion normale d’Eucharis
rapportée a I'équinoxe moven 1890.0.

I8R7 nov. 2.5 2 =16"13" 10”70 §=— {7 10" 36".25,

CORRECTION DES ELEMENTS (11I).

Dans ce qui précéde nous avons délerminé dix posilions normales
d’Eucharis, les voici :

Equinoxe moyen : 1880.0

Temps moyen de Berlin. a. l 3

1887 février . 11.5 1400 4 85”24 + 420 55 23" 8
» mars 22.5 143 39 58,23 +19 36 30.89
1879 juin 1.5 2290 33 36.91 + 7 42 9.83
1880 juin 12,5 286 19 22,7t - 4 58 21.05
1881 septembre 17.5 335 44 12.86 -16 356 383.91
1883 janvier. 5.5 73 35 17.18 - 2 277 .73
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. Equinoxe moyen : 1890.0
Temps moyen de Berlin. N

[ 5 0.
1888 juillet . . . . . . . . . . 35| ™ 2 18736 - 00 2 7737
1888 juin. . . . . . . . . .. 25| 312 43 2w -8 8 2598
» 2080 . . . . ... . .. 5| 305 3 49.58 -13 32 21.08
1887 novembre. . . . . . . . . 28 16 13  10.79 -17 10 36.95

Ces positions normales différent des positions d’Eucharis, calculées a I'aide
des éléments (111) et en tenant comple des perturbations exercées par
Jupiter, Saturne et Mars, des quanlilés qui suivent :

ELEMENTS I1I. ELEMENTS 1V,
DATES. Observ.-caleul. Observ.-caleul.

Aacos 3. A Aacesd, Ad.
4878 février . . . . . . 1.5 + 4792 + 0.4 + 07.23 -0".22
» mars. . . . . . 0200 + 2.68 + 0.16 - 1.48 - 0.80
1879 juin . . . . . . . 1.5 4+ 3.34 - 1.5t + 196 - 1.9
1880 juin . . . . . . . 125 [ - 2.3 +1.83 -1.08 41,53
1881 septembre . . . . . 173 -1.2 - 1.3 1 0.42 - 0.57
1883 janvier . . . . . . 8.8 - 0.04 1+ 0.68 11.08 + 1,97
1883 juillet . . . . . . 3.3 -1.10 +0.80 4+ 0.60 - 0.22
1888 juin . . . . . . . 273 - 3.3 +0.79 + 0,09 1 0.83
» aoat. . . . . . . 26.8 - 3.00 + 1.1 +0.24 -1.08
1887 novembre . . . . . 2.8 - 7.03 -3.76 -0.97 -1.63

Les coeflicients des équalions de condition ont é1é calculées au moyen
des formules déduites par M. Schanfeld.
Posons :
dk = dw + cos idQ,
dky=dk + sec3zdM,,
d? = sin widi — cos w sin idQ,
dy = cos wdi + sin w sin idQ,

. les équatians de condition sont de la forme :

Aacose

It +v = Adky + Btz 2dM, + Cdps + Dde + Eda + Fdv
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Voici les logarithmes des coeflicients ainsi que ceux des différences
Az cos @ el Ad, ces différences prises dans le sens : observation-caleul :

1. ASCENSIONS DROITES.

log Az eosé.

Log A. Log B. LogC. | Logh. | LogE. | LogF. Poids.
0.2069 0.3618 3.4644, 0.4360 8 4000 8.4742 0.6922 9
0.1282 0.2372 °| 3.3797, 0.3688 7.2228 7.4804% 0.427 6
0.1097 0.2426, 2.9248, 0. 2552 9.3488, 9.5183 0.5%7 i
0.1128 0.3850, 2.5436, 99,3885, 9.2573, 8.0195, 0.3529, 1
0.1432 0.1340,, 1.0012, 0.3744, 8.4988 K. 8018 0.0776,, 2
0.10616 0.5096 3.027¢ 0,027, 9.5950,, 8.8156 8.6017, 2
0.1003 0,3493, 3.0048 9, 8866 9.4268,, .80 0.0414, 2
0.1095 0.3254,, 3.2162 0,080, 8 6802, ¥.3767, 0.5195, )
0.4172 0.3302, | 3.2150 0.0901, | #.9557, | 8.7634, | 0.4800, 4
0.1444 9.7597 3.5616 0.4012, 88258, 9.4048 0.8481, 4
2. DEcLINAISONS. :

Log A. Log B. Log C. LogD. LogE. Log F. log Ac. Poids.
8 5884, 8.6572, 1.8190 88,8592, 0.0162 0 0904 9.6128 18
8,5886 9 00694, 1.1531 9.2010 9.8252 0.0828 9 2041 12
9.4577, 9.4070 2.3 9 686Y, 9 9727, 9.9424 0.1175, 3
9. 28538, 9.5633 1 9017 8.8437, 0.1422 8.8744, 0.2672 2
8.7799 9.1503, 1.3320, 8.7904, 9.7034, 0.0965, 0.1761, 4
9.4429 9.7542 2 1930 9.6404, 0.1586 9.4672, 9.8325 4
9.4197, 9.6460 2.5379;, 9.3706, 0 0846, 9.3503 9.9031 4
8.8406, 9.1940 1.6775, 8.2668, 0.0648, 9.7614, 9.8976 8
9.0274, | 9.2162 2.1560, | 9.0688 0.0403, | 9.8700, | 0.0433, 8
9,3562 9.1813, 2.6255 9.7298,, 9.5488 0.1278,, 0.5752, 8

En ftraitant ces équations de condition d'aprés la méthode des moindres
carrés, on trouvera les corrections suivantes des éléments (1II) :

dMy= + 07,62 erreur moyenne ==1".30,
dw =+0.51
dQ =—1.42
di =+ 0.8
do =+ 0.46
dy = —0,0012¢

+1.77,
+1.147,
+0.38,
=+ 0.58,
2= 0. 000535,
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En ajoutant ces corrections aux
ELEMENTS (IV) DE

Osculation et époque : 1881

M = 264038 31".7
w=3105 8.2
144 46 1.8

= 1855 20.2
s= 12 44 4".0,
B = G447 50158,

o
il

-,

o = 510051’ 43”57
Q=144 34 17.43
1= 18 55 24.99

éléments (I11), on aura les
LA PLANETE EUCHARIS.

aout 31.0 temps moyen de Berlin.

; Equinoxe moyen 1880.0.

% Eiquinoxe moyen 1800.0,

Jai déja fait connailre pour les dix positions normales les erreurs : obser-
vation-calcul, correspondant aux éléments (1V). Voici encore les constantes
dont on a hesoin pour calculer les coordonnées rectangulaires de la planédte
rapportées i I'équateur (Oppolzer, L. c., p. 162).

Egninoxe moyen 1880.0.

Equinoxe moyen 1890.0.

A=2356"12 2".44
B =147 41 35.02
C= 95 54 17.14

log sin a = 9.9925271
. logsin b = 9.9958029
log sin ¢ =9.3620224
log cos a =9.2646454
log cos b = 9.1410030,
log cos ¢ =9.9381815

A =236 20" 7".94
B =147 49 24.90
= 04 234 37

sin @ = 9.¢925797
sinb = 9.9988279
sin.c = 9.3603938
en a =9.265135%7
en b =9.1397159,
cn ¢ =9.9882612
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DEMONSTRATION PRATIQUE

DE

L'EXISTENCE DE LA NUTATION DIURNE.

Malgré la précision avec laquelle les observations méridiennes se font de
nos jours el malgré le soin avec lequel ces observations sont réduites, il
existe, dans les principaux catalogues d’étoiles, des différences considérables
pour les étoiles circompolaires, entre les positions observées et celles qu’in-
dique le calcul. La nutation diurne étant prouvée théoriquement dans le
savant mémoire de M. Folie : Théorie des mouvements diurne, annuel et
séculaire de Uaxe du monde, il était du plus grand intérét de rechercher si
ces différences, qui se montent & plusieurs secondes pour les étoiles voisines
du pole, ne pouvaient s'expliquer par le fait de termes dépendant de la
nutation diurne et dont jusqu’ici les astronomes n’avaient pas tenu compte
dans la réduction de la position apparente des astres & leur position moyenne.

C'est dans ce but qu'a été entrepris le travail que j'ai I'honneur de
présenter a I'Académie. '

Si la valeur obtenue pour le coefficient de la nutation diurne doit étre
considérée comme une valeur approchée qu’une longue série d’observations,
faites dans le but spécial de la meltre en évidence, viendra améliorer,
toutefois la concordance des diverses valeurs trouvées pour ce coefficient,
par des séries d'observations faites dans différents observatoires, doit
permelire de conclure avec une trés grande probabilité a la réalité de
Pexistence de la nutation diurne.
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Dans le mémoire cité plus haut, M. Folie est conduit aux formules sui-
vantes, pour les variations apparentes du lieu d’un astre produites par le
mouvement diurne de I'axe du monde :

) . . . . . . . . ad=sin ado -+ coSa sin wAy.

@ . . . . . . scx=coswAp + tgJd(sin « sin way — cos asw),

ol « et ¢ sont Pascension droite et la déclinaison de I'astre, Az et Ad les

variations apparentes de ces coordonnées dues au mouvement de I'axe du
monde, et dans lesquelles

(3) swm—K [cos(A-o-?D—Qp) _ cos(A—?D—Qg)] _ [[cos(A'+2D'-27)_oos(A’—QD’ —27_)]
T @B @—1)  (n—pr—1) G-BE—1)  (n-prm-1)]
in(A+2D—2y) sin(A—QD—e,)] K [[sin(A'-o-QD'—Q,)_ sin(A'—-ﬂD'-Qy)]

B-B)Bs—1)  (re—Brra—1) BB Em—1) (i-Bwn-1

(4) sinway= K[‘

Dans les formules (3) et (4)

A et D = ascension et déclinaison du Soleil.
A’ et D'= ascension et déclinaison de la Lune.

y = l'angle que I'axe des z fait, dans le sens du mouvement de rotation de la
Terre, avec la ligne équinoxiale, ou réduit en temps, I'heure sidérale du

premier méridien, en prenant pour premier méridien celui qui passe par
Paxe des x.

b
B =0,0033 et f=2,18.

a, rapport du mouvement en ascension droite du Soleil
[ —

b=y 2 —1 n pendant 1 jour sidéral & 360°.
d,
rn=—a,—2—1[ 4= ;' rapport du mouvement en déclinaison.

s;=a;+ ‘23;—1
re=0ay— 24, — 1

rapport pour les mouvements de la Lune.

La formule (2), que nous emploierons particuliérement dans cette élude,
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devient en y remplacant Aw et Ay par leurs valeurs (3) et (4) el en rem-
placant S par (s,— B8) (s; — 1) et R par (rg— g) (ra—1)

M‘_cosq;Kgsin(A + 2D — 25) +sin(A——2D—2y)

~ sine 3 R
*thagcos(A-s-21;—«-—29)_cos(A—2]l)‘—¢—2p)£
® ... . . .
sin (A’ + 2D’ — 25)  sin (A’ — 2D’ — 25)
+cholra§ 3 7 s
+ [Kigs COS(A'+2[;"_a—2,)—(:08(“'—]:0'_2?)%.

Dans cette expression, outre I'inconnue K, il existe une autre inconnue
renfermée dans ¢, c'est L, la longitude orientale du lieu d’observation par
rapport au premier méridien.

En effet, 3 I'heure ¢ correspond I'heure sidérale ¢ + L = T, pour un
lieu d’observation dont la longitude orientale est L par rapport au premier
méridien. Remplacant dans (8) ¢ par T — L

: B e
Aa=cola§l(eosil.[sm('\+:b 2T)  sin (A :D 'r)]

+ Ksin 9L [cos (A 3D —2T) cos(A —:l) — QT)] $

+igd {Kcos oL [cos(A +2D —a2—2T) cos(A—2D —a—?T)]

§ R
 Kingp [SNA+2D—2—2T) cos(A—2D —a—2T)
§ R
+ [cot ogl( cos 2L sin (A" + 2D'—2T)  sin (A’— 2D"— 2T)
s’ R
+ Ksinop [0S (A — 20°—2T) _ cos (A’ 2D'—2T)
S' nl
‘ cos (A' “+ QD'—G—e'r) cos (A'_ QDI—'G—QT)
3 L _
+ fig IKcosQ [ = >
Ksin 2L [Si" (A'+2D0'—2—2T) sin (A'_QD'_,_QT)] |
s' RI ’.






























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































