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Neue Integrations - Methode [fiir Differenzen - Gleichungen,
deren Coéfficienten ganze algebraische Functionen der unab-
héingigen Verinderlichen sind.

Yon Simon Spitzer,

Professor der Algebra und des Merkantilrechnens an der Wiener Handels-Akademie.

(Vorgetragen in der Sitzung am 4. Februar 1858.)

Die Arbeit, die ich hier der hohen kaiserlichen Akademie der
Wissenschaften ehrfurchtsvoll vorlege, hat zum Zwecke die Auflisung
nachfolgender Gleichung:

@A)+ Toaf(@ 1 — D -+ o X f (o D+ Xf)=0 (1)
in welcher:
X o Wd 50000 X o M

gegebene, ganze algebraische Functionen von @ sind, denn auf diese
Form (1) liisst sich jede linearc Differenzen-Gleichung mit ganzen
algebraischen Coéffieienten bringen.

Ieh betrachte eine lineare Differenzen-Gleichung mit ganzen
algebraischen Coéfficienten als aufgelist, wenn es mir gelungen, ihre
Integration abhingig zu machen von der Integration einer linearen
Differential-Gleichung mit ganzen algebraischen Coéfiicienten.

Der Weg nun, den ich einschlage, um die vorgelegte Gleichung
(1) zu integriren, ist ein neuer, und scheint mir hichst merkwiirdig
und beachtenswerth. Ich setze niimlich das Integrale der vorgelegten
Gleichung in Form eines Differential-Quotienten voraus mit variablem
Differentiationsindexe, nimlich:

f(@) = %M} | 2

ar®
A

woselbst ¢ (») eine, einstweilen noch unbestimmte Function von »
bedeutet, und A eine econstante Zahl ist, die nach verrichteter
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wmaliger Differentiation von ¢ (1) in dem so erhaltenen Resultate
statt » gesetzt werden muss.

Wenn nun die Coéfficienten der vorgelegten Gleichung folgende
Gestalt haben:

X =a+boetecrr+.. . 0+ a4 e

Xoiv=tth s+ by gt co v+ ooy o kg™
Xy =aq+bate 4.0 e 4 kam
Xo =ap+ byx+ o2+ ..o+ g™t - by

so erhilt man, den in (2) stehenden Werth von f() in (1) ein-
fihrend, und zugleich Riicksicht nehmend auf folgendes System, von
aus (2) hervorgehenden Gleichungen:

f(.‘v-i—l):% (lll’.;:f”) %
ar |
f(z+2)—§ Sl f
ar*
IS
(%) S .
& o
flopn) = 1 2220 |
A

nachfolgende Gleichung:
a° ?(n) ) )
dr® f

A
J‘U(H_') i
-I— (([,,_.| + b,,_l.’l}'—-l— (',1_1‘112‘*— oo + ]I ,,_j.’l)'“_l + ]n‘,,_h‘l,‘"') i(—[_‘]TQ_l} —l—
ar
A

(tn+ by + cox? .o ™+ ha™) {

(5) : . .
D, p 2 Wm— 1 A 5 ”1-1‘ ?’ (')
G+ (e, + b4+ .. F b ~+ kya )2[—1 e
X

Y (ot box+ecorr+ ... F hpam 4 kM) {—-——d' ? (1) } =0

drt
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welehe sich offenbar auch folgendermassen schreiben lisst:

Vi (n)()

{ (4 b + e+ ..o F e a™) ———— 1+

+

s
(n l)(- }

g(un-n—’rbn_n+cﬂ_n A e k™)
A

Q)

—*—{(ﬂ' +1113}+01m2+ ."_i_]“‘,vm—l_'_k‘mm)__d;_?%‘)_}_{_

dr
A

dr

-+ {(«0—1—00.@'4—00.@*2-{— coi g™t - kox’")—iffi% = 0.
X

Fiihrt man nun nachstehende Bezeichnungsweise ein:

Uy =9 @)+ g V(@) ... +a g () +ap(r)

U =006 (1) + bumi 000 () F .. 400 ¢ (1) + bo ¢ (1)
. : . 5 o ©)

Ut = a9 (1) + bt 5D () - Al 9 () + o 9 ()

U =kao® () + ko@D )+ +h ¢ () + ko ¢ (1)

so erhilt man statt der Gleichung (6) folgende Gleichung:

& U, A U, , 0
§ e E SR ®)
r ar
4% Un—t d* Un
+ xm——l + R = 0
ar® ar®
A

Die in derselben vorkommenden Ausdriicke :

(Zx L’i dr Ug dr Un
& , x? PRSI " ——
dr® ar® ar®
A I8

lassen sich aber als @' Differential-Quotienten von Functionen dar-
stellen, welche blos » enthalten, es ist niimlich:




b6 Spitzer.

a* U dr
v ={ [O—DM]§
a* TN L G
{d [G—D2 0" 4 (r—2) (2]}

A

{ T =2 O 43— 220"+ (r— D) Uy ]§

A

&
®
~
A D B
= Nf: <
y\-“\/\/ D N i
I

denn in der That, differenzirt man:
(r—n) U’

xmal nach », so erhilt man, von der bekannten Formel Gebrauch
machend, welche fiir die wiederholte Differenzirung eines Productes
gilt:

d* l" U,

(7—}\) g —>

dar

folglich ist die Gleichung:
1Y Uy 7 Ty ® U,
§‘v( } 3(1_1)1 0, ’l;'dL'
A

ar® ar®
IS

ful 9 = A Null ist; somit in diesem

identisch, falls nur (r——)\)
&
Falle die erste der Gleichungen (9) bewiesen. Differenzirt man nun

den Ausdruck:

or—00"+(—00
amal nach », so erhiilt man:

d* I,z” 4= ' a* U,
(7—))(9L—|—l) + wrt—,

dr

(r— )z

folglich ist wieder die Gleichung:

%4dvs h‘*yd”"+0~nmvw) AL
dr T
A
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& [T a* Lz

(=) Q1)

=21 gleich Null wird, und so lasst sich auch die lmhtlﬂkut der
dritten Gleichung (9) darthun ete.
Man hat aber auch allgemein:

. U da*
am—— =
ar® dr

A

identisch wahr, weun (rr —(22

m U(m) + Am—l (7._ l)m—l L‘(m—l) +

denn differenzirt man die einzelnen Glieder, der in der eckigen
Klammer stehenden Ausdriicke, so erhilt man:

ax (m) X pr(m—1)
— 2 4 e ey _‘l—%—- +..
+ (r—2 () m' + (,,,)m‘
T 7(1)&—-1)
+Am—l (,.___)‘)m—l ¢ U -
ar®
+ (=) dus (2) (n—1)15 77+ 4,
T 73 dT Lr
..... + 240 (r—1) = L = (e—1)=
+ 4, —0 = Tt ‘Z

Setzt man hierein » = 2, so verschwinden in der Regel alle
Glieder bis auf jene, welche nicht den Factor » — X besitzen, und
man erhilt:

{mm i ”} - { Co @+ A 1)1 (20 +

dar® r
A

. —|—A2.r(_:c'—1)+A,x]}

A
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was identisch wird, wenn 4, A, . .. A, so gewithlt werden, dass
die Gleichung:

=m!(G) + A (m—1)'0ED)F - Are(x—)+ A
stattfindet. Sie ist durch @ abkiivzbar und lisst sich so schreiben :
(10) A+ db(e—1)+ 4 (v—1) (e —2) 4 ...

+ dur (v — 1) (2 —2)...(0—m4-2) +
+(e—1)(e—2) . .. (e—m-1)=am"

Setzt man in dieselbe fiir 22 der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, 4,
so erhilt man:

I

A4 A, = ont

Ay 24, 4 24, = 3n !

A+ 34y + 645 + 64, = 4n—t

woraus sich leieht die Werthe von 4, , 4, , 4; , 4, ., ... ergeben.
3 =]

Anmerkung. Schlomileh kémmt in seinem vortrefflichen Lehrbuche ,Theorie
der Differenzen und Summen®“ bei Gelegenheil der endlichen Integralion
der ralionalen ganzen algebraischen Functionen ebenfalls zu der Gleichung:

ar=dj e+ dpx(e—1)F+A32(@—1)(@—2)+...
+a(—1D)@—2)...(x—m+1)

und gibt daselbst fiir Ax folgende schine Formel:
1
M= B — ) =D+ O E—2"—. . .1

Es lassen sich diese Zahlen aber noch auf cine andere, fiir die
wirklieche Berechnung bequemere Weise finden, denn offenbar ist 4,
nichts anderes, als der Rest, den man erhilt, wenn man @”—! dureh
a—1 dividirt, und der hiebei sich ergebende Quotient ist:

A+ A (x—2)F+ 4 (@—2)(z—3)+ ...
4+ dui(z—2)(x—3) ... (x—m+2)+
+((@—2)(x—3) ... (v—m+41)
ferner ist A, der Rest, den man erhilt, wenn man den eben gefun-

denen Quotienten dureh —2 dividirt, und der Quotient dieser
Division ist:
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A+ A, (e—3)+ 4 (v—3)(e—H+ ...
d dpg(e—3)(v—4) ... (v—m+2)+4
F+(e—3)(@—4)...(e—m+1)
eben so ist A; der Rest, den man erhilt, wenn man den jetzt gefun-

denen Quotienten durch @ — 3 dividirt, und der bei dieser Division
hervorgehende Quotient ist:

A+ A (2 — 5+ 4 (x—4) (2 —5) 4 . ..
4+ Api(v—4)(e—8) ... (x—m+2)+
+(@—4)(x—58) ... (x—m+1)
u.s foouos. f
Nun kann man aber bekanntlich Quotient und Rest nach der
Horner'schen Methode durch ein fusserst einfaches Verfulren be-

stimmen; so ist z. B. falls a5 durch @ —1 zu dividiren wire, die
Rechnung folgende:

1t 0 0 0 0 0
Ht 11111
somit der Rest 1, der Quotient 2% @3+ x>+ w4 1.
Wird der gefundene Quotient durch @ —2 dividirt, so hat man :
1 1 1 1 1
2) 1 3 7 15 31
als Rest 31, als Quotient @3 4 32 -+ Tw 4 15; dieser durch o —3
dividirt, gibt:
t 3 7 15
3) 1 6 25 90
90 als Rest, @24 6 x4 25 als Quotient. Derselbe gibt durch o —4
dividirt:

1 6 28
4) 1 10 65

65 als Rest, 2410 als Quotient, und endlich hat man diesen Quo-
tienten durch @ —5 dividirt:
1 10
5 1 15

18 als Rest und 1 als Quotient.
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Stellt man die ganze Rechnung zusammen, so ist sie folgende :

1. 0 0 0 0 O

1) 1 1t 11 1
2) 1 3 71531

3) 1 62590

4) 110 65

5) 115

und man hat:

s=143(z—1)4+90(x—1) (x—2)+
+65(e—1) (v —2)(v—3)+15 (x—1) (x—2) (#—3) (x—4) +
+ (v—1) (v—2) (#—3) (v—4) (—5).
Aus derselben Rechnung ergibt sich durch blosse Weglassung
des letzten Gliedes jeder Zeile:

at=14+15(x—1)+25(x—1)(—2)+
+ 10 (a—1) (@—2) (z—3) + (2—1) (+—2) (¢—3) (v—4).

Ferner durch Weglassung der zwei letzten Glieder jeder Zeile:

3=147(@—1)+6(@—1)(@—2)+ (v—1) (2—2) (x—3)
dureh Weglassung dreier Glieder jeder Zeile:

ar=143(x—1)+ (r—1)(x—2)
endlich hat man:
2z =14 (x—1).
Man sieht hieraus, dass wenn man auf diese Weise den Werth
von ™ !in der Form:
A+ A (e—1D)+ 4L (=D (z—2)+ ...
4+ dp—i(c—D(@—2). . . (x—m+2)+
+@—1D)(@—2).... (x—m+1)
bestimmt hat, aus derselben Reehnung sich unmittelbar die Werthe
fiir:
am2 g% amt, L. 2,

ergeben. — Folgende Tabelle diivfte daher hier am geeigneten
Platze sein:
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1t 0 0 0 0 0 0 00
H 1t 1 4 1 1 111t
2) 1 3 7 15 31 63 127 258
3) 1 6 25 90 301 966 3025
4 1 10 65 350 1701 7770
5) 1 15 140 1050 6951
6) 1 21 266 2646
7y 1 28 462
8) 1 36

Durch Substitution von :

M@=ywﬂ @)

dr®

in die vorgelegte Gleichung (1) kimmt man daher zu der Gleichung:

d* v, U, & U,
~+ x -+ a? -+ ... 8
{ dr® dr® dr® ®)

a* U | d” Um} 0

+ wm—i + @

dr® dr®

welche nach Einfilhrung der in (9) aufgestellten Werthe fiir:

d‘r LY' (lx sz d.r Un
ap , a@? P G ==
ar® dr® ar®
A 1S A

folgende Form annimmt :

ax . ,
{dra: [U°+(’_)~) Uy +
+ =N O+ =) 0+
+ =G+ 30— 0"+ (—) 0"+ (1)
+ =) O+ 4 (r =22 U -4 (r—2) U .

+ (7' e A)m Lffm(m)] } = 0.

A

Setzt man nun den, innerhall der eckigen Klammer stehenden
Ausdruck gleich Null, so erhilt man die Gleichung:
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(12) U+ (=)0 +
—+ (7'-—-1) U, + (7‘_.}\)'.' ({507 -
+ (1'—-—-)\) ('J’ + 3(}'—)\)2(]3”_*_ (,.___X):; (73/// +
+

(1 ——/) (,,L Az (r /\) (/m” A; r—2)3 U +
+ (7. _ )‘)m (Tm(_m) _— 0

welche beziiglieh ¢ () eine lineare Differential - Gleichung ist, wit
Coéflicienten, die ganze algebraisehe Funetionen der unabhiingig
Vartablen 2 sind. Die Ordnungszahl dieser Gleichung ist mindestens
2 und hochstens m -4 », das Integrale derselben hat somit die Form:

(|3) ' ()) = (, ?1 (7) + 2 P (’) + 'n+n (Pn»{—n(r)

woselbst:
G, C....Cuy

willkiirliche Constanten bedeuten, und » = m ist. Dieser in (13
angegebene Werth von ¢ () mit seinen » + » willkiirlichen Con-
stanten geniigt offenbar der Gleichung (1), demn er ist ja das In-
tegrale derselben, ob er in allen Fillen, mit all den 2+ v willkiie-
lichen Constanten auch der Gleichung (8) geniige, isl erst zu unter-
suchen. Der erste Theil der Gleichung (12), oder was dasselbe ist,
der innerhalb der eckigen Klammer stehende Ausdruck der Gleichung
(11) gibt @ mal nach » differenzirt einen Ausdruck foigender Form:

(r— 1) P (—2)" Poy + .« o A (r—2)2 P, 4 (- —2) P, +

x r Xy X g7

4 U, (l U, —*A . AN A pi—t d” Un—1 g d* Un

I ) I I X @
dr dar di F d

und setzt man hieretn »=A2A, so cerhilt man:

d* Uy dz o FaliA A% Un—i A% Un

e e R B

art " dr" dr’

I

nur dann, wenn zu gleicher Zeit folgendes System von Gleichungen
stattfindet :
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{@_nnf

{r—1)2n) =0
A

0

I

{r—2m=tp, | =0
A
(o — )" P.| =0
)

Yon diesen m Gleichungen sind in der Regel dic v ersten, solche,
welehe auf Bedingungs-Gleichungen zwiselien den Constanten fithren,
und die iibrigen m—uv Gleichungen identische. Ist dies der Fall, und
liasst sich ein Werth von ¢ (») mit 2 oder auch mit weniger als »
willkiirlichen Constanten aufstellen, welcher nicht nur der Gleichung
(12), sondern auch der Gleichung (8) geniigt, so wird dieser Werth
von ¢(7) amal nach » differenzirt und nach vollbrachter Differentiation
r=2> gesectzt, f(2) geben, und das vorgelegte Problem ist hiedurch
gelost. Zur Bestimmung von 2 liegt gar nichts vor, man wird es daher
so zu withlen haben, auf das £ (@) hiedurch mioglichst einfach werde.

feh habe jetzt noeh von einer bhemerkenswerthen Trausfor-
mation zu sprechen, welche in sehr vielen Fillen wesentlich zur
Vercinfachung der Auflésung der vorgelegten Gleichung dient.

Setzt man nimlich in die gegebene Differenzen-Gleichung (1):

() = G
woselbst | F (@ — n)]! folgende Bedeutung hat :
[F(e—) ' =F({A—n) . F(2—u) . F(3—n) . . . F(x—n)
und bemerkt, dass :

Y(x + )
[ (a)]!

L 1y Y@ie—1)
flotn—1) ==

f(rn) =

(o 1y PEED
fe+1) [F(xt1—n)]!

ist, so hat man:
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- (et ) .yt
a0 1F ()] a2 [Fx—1)] ! +..o+ & [F(a+1—n)]t +
+ X ,7:4{(17 = =10

[#(x—n)]!
und diese Gleichung gibt, mit [ () ]! multiplieirt, folgende Gleichung:

Xd@+n+XaF@)ge+n—1)4 ...
+ X, F(2). F(a—1) . F(a—2). . . F(x+2—n). ¢ (x4+1) +
+XF(x).F(a—1).F(a—2). .. F(z+41—n). g(x)=0
woraus man sieht, dass die Substitution:

_ @
(14) @) = s

in etne Differenzen-Gleichung gemacht, darauf hinauskommt, simmt-
liche Coéfficienten derselben der Reile nach mit den Zahlen:
1, F(x) , F(x)F(x—1) , F(2) F(a—1) F(2—2) , ...

zu multipliciren.

Setzt man daher:

F(zx)=2X,

so gestattet die neu erhaltene Gleichung eine Abkiirzung dureh X,,
und der erste Coéfficient der so erhaltenen Gleichung ist somit eins.

Hicraus folgt auch der umgekehrte Satz, dass wenn die Glieder

einer auf die Form (1) gebrachten Differenzen-Gleichung der Reihe
nach durch die Zablen:

L F(@) , F(¥)F(x—1) . F(@)F(x —1)F(e—2).....

theilbar sind, die Substitution:
f(2)=¢(2) . [Flx—n)]

zu einer Vereinfachung der vorgelegten Differenzen-Gleichung fithrt.
Ich will nun an einigen Beispielen den Werth dieser Methode
priifen:
1. Es sei:
Ayt+ay=0,
fir y = f () erhilt man:
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f(e4-2)=2f(v+ D)+ +2)f(2)=0
und setzt man:

[() = {f_l_rﬁgl)_ }

r
)3

so erhilt man zur Bestimmung von ¢ () folgende Differential-
Gleiehung :

¢ () +0—1—2) ¢ (D + () = 0.

derselben geniigt:

69 = r?
A2y r— — MH2)r—— | —-(0F2)r+4 -
90(7-)_—_0,0( Y ‘+(720(+) lﬁ o “dr

folglich ist:

T ‘()‘+2) ’—{,i X ’,_i . r )
)=, L T }+ PR Kt fe Gt !

( dr® ( ik 5)

X
oder wenn man A = — 2 setzt:

)= a{ _}_+c Lo }

und dies ist das vollstindige Integrale der vorgelegten Differenzen-
Gleichung.
2. Es sci:

wAry 4 y=0
oder anders gesehiriehen :
ef(e+2)—2xf(a+ D)+ (24 1) f(2r)=0.

Selzt man in dieselbe:

so erhill man:

¢ (v 42) — 22 ¢ (@4 1) + (@ —1) ¢ (2) = 0.
Setzt man ferner:
Sitah. d. mathem.-naturw. Cl. XXIX. Bd. Nr. 7. b
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A 9(r)
=222
dr*
%
wnd:
Uy = 9" (1) — ¢ (r)
l = —2y ()
l, = ¢ (1)
so erhalt man folgende Gleichung zur Bestimmung vou ¢ ()
(r—2=D2¢" () +(r—2¢ () —¢ () =0
Diese ist ein vollstindiges Differential, ihre Integration gibt:
r—2—=1D2¢ (N +QA+2—19()=C
und setzt man hierein:
= —1

und sucht hierauf ¢ (»), so findet man:

1 1 1
o Pl ——dr
() =Cre” + Cor erfe g

Es 1st somit:

1 1

! a . — — dr (
f() = 2:7ﬂﬂw’+&mj;" U

das Integrale der vorgelegten Differcunzen - Gleichung, und €, und
C, sind die willkiirlichen Integrations-Constanten.
3. Es sei:

Ary+(v+2)Ay+2y=0.
Setzt man auch hier:
y=1/(x)
so erhilt man:
[+ D +af(ed ) —r@)=0

und die dieser Gleichung entsprechende Differential-Gleichung ist:

(A 4r—1)g" () —p () =0



Neue Integrations-Methode fir Differenzen-Gleichungen ete, 6O

-3

fie 2 = 1 evhiilt man die cinfacliere Gleichung:
7 55” (’) . Sp (,‘) = 0
deren Infegrale folgende Gestalt hat (siele S chlomWel's Zeitsehvift

fiitr Mathematik 11, Bd., pag. 165):

p(r)=4 Vr/t'os w. e Vrees “duw-+ B/e"' Vicosw gy -+
. e

0
Kl

+ 28 Vr/ros w. eV e log (vVr sintaw) dw

0

somit hat man :

P o
f(x) = A { ("‘r[ 1’)‘/ cos w V7o g I } -
{ r < )

+ Bz%lﬁz Vi cosw +2 Vr/cos wetVreos “log (Vr sin®w) (IwJ} :

ar

0 0 i
4. Es sei:
Ayt (e4+-DAyFay=0

oder:

[+ + @—1) (@1 =0

/() = {""—“%

X
dr

Setzt man :

5
so erhiilt man die Gleichung zur Bestimmung von ¢ (1)

=24 D @) —g () =0
fiir 2 = 1 erhilt man hieraus:

¢ (r)=Cr*4 C,

) = TR0 |

dr®

somit ist :

1

Da die drei Glieder der vorgelegten Gleichung:

[@42) + @ =1+ 1) +of(x) =0

)
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der Reihe nach dureh:
1 g & = 1 0 (;L'—— ])(&‘-——2)

theilbar sind, so gestattet sic auch eine andere Behandlungsweise.
Setzt man namlich:

[e) = (o 3)1 ()
somit :
e+ 1) = (@—2)1¢ (e + 1)
o+ 2) = (e —1)1g (ot 2)

so erhilt man, diese Werthe in die vorgelegte Gleiclimg subsli-
tuirend :
G (ot 2) 4 ¢t 1) =0
welcher geniigl wird, fiir:
A (Cre™ " 4 )
dr® .

¢ () =

Man hat daher auch folgendes andere Integrale der vorgelegten
Gleiehung :

f(®)=A(x—3)! (—1)"

woselhst A eine willkiirliche Constante hedeutet.
5. Beftrachten wir jetzt die Gleichung :

(mta)dy4[Ad4+D—(«+2)(m+a)|Ay+
F|—dAf—DBatfa(m+ta)|y=0,
welehe schon in dem Memoire: .Integration der Differential-Glei-
chung* :
(s b 0) 5"+ (3 + by ) + (o +bo2) y =0
Gegenstand unserer Betrachtung war, und die wir daselbst auf ganz
cigenthiimliche Weise integrirten, so hat man:

y=1()
geselzt:
(m+2)f(e+2)+[A4+B—(«+B+2)(m+ ) f(a+1)+
A=A 48) =B +)+ (T +2) (L) (m+) | f(x) =0





































































